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Mariner 9, 1971

Logros de codigos de correccién de errores

Para controlar los errores en la recepcion de los datos de imagen en escala de grises enviados por Mariner 9 (causados
por una baja relacién sefial / ruido ), los datos tenian que codificarse antes de la transmision utilizando un llamado cédigo
de correccion de errores (FEC). . Sin FEC, el ruido habria constituido aproximadamente una cuarta parte de una imagen
recibida, mientras que FEC codificaba los datos de forma redundante, lo que permitia la reconstruccion de la mayoria de
los datos de la imagen enviada en la recepcion.

Dado que el hardware volado estaba restringido con respecto al peso, el consumo de energia, el almacenamiento y la
potencia de célculo, se tuvieron que tener en cuenta algunas consideraciones al elegir un FEC, y se decidi6 usar un codigo
Hadamard para Mariner 9. Cada pixel de la imagen se representé como un valor binario de seis bits, que tenia 64 niveles
de escala de grises posibles . Debido a las limitaciones del transmisor, la longitud maxima de datos Utiles fue de unos 30
bits. En lugar de utilizar un cddigo de repeticion , se utilizé un cédigo Hadamard [32, 6, 16], que también es un cédigo
Reed-Muller de primer orden . Los errores de hasta siete bits por cada palabra de 32 bits podrian corregirse utilizando este
esquema. En comparacion con un codigo de cinco repeticiones, las propiedades de correccion de errores de este codigo
Hadamard eran mucho mejores, pero su velocidad de datos era comparable. El algoritmo de decodificacion eficiente fue un
factor importante en la decision de utilizar este codigo. El circuito utilizado se denominé "Méaquina verde", que empleé la
transformada réapida de Fourier , aumentando la velocidad de decodificacion en un factor de tres.

Figure: https://es.qwe.wiki/wiki/Mariner_9
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Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Dada una base B = {v1,...,vx} de un [n, k]—cédigo C definimos la ma-
triz generadora G del cédigo Gix» como la matriz cuyas filas son los
vectores v; de la base.

m Para un [n, k]—cbdigo C sobre F, podemos definir una forma de codificar
mensajes usando la matriz generadora G:

k
F, — Fg

u = c=uG
m Ejemplo: Mariner 9

u=(a1,az,...,a6) — ¢ = (c1,¢2,...,C32)

UNL . FACULTAD DE
INGENIERIA QUIMICA




Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Dada una base B = {v1,...,vx} de un [n, k]—cédigo C definimos la ma-
triz generadora G del cédigo Gix» como la matriz cuyas filas son los
vectores v; de la base.

m Para un [n, k]—cbdigo C sobre F, podemos definir una forma de codificar
mensajes usando la matriz generadora G:

k
F, — Fg

u — c=ulG

m Ejemplo: Mariner 9

u=(a1,az,...,a6) — ¢ = (c1,¢2,...,C32)
1 0 0 0 1 1
m Ejemplo:G=] 0 1 0 1 0 1
0O 0 1 1 1 0
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Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Dada una base B = {v1,...,vx} de un [n, k]—cédigo C definimos la ma-
triz generadora G del cédigo Gix» como la matriz cuyas filas son los
vectores v; de la base.

m Para un [n, k]—cbdigo C sobre F, podemos definir una forma de codificar
mensajes usando la matriz generadora G:

k
F, — Fg

u = c=uG
m Ejemplo: Mariner 9

u=(a1,az,...,a6) — ¢ = (c1,¢2,...,C32)
1 0 0 0 1 1
m Ejemplo:G=] 0 1 0 1 0 1
0O 0 1 1 1 0

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
@ UNL.Faculappe  (110110), (011011), (101101), (111000)}.
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Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Si G esta en forma estandar, es decir si G = (x| A), entonces decodificar
es trivial ya que en esta situacion

uelr — c=uG=(uud) €eF) — uzquGIFZ.
q
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Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Si G esta en forma estandar, es decir si G = (x| A), entonces decodificar
es trivial ya que en esta situacion

uelr — c=uG=(uud) €eF) — u:c|Fk€IFZ.
q
1 0 0 0 1 1
m Ejemplo:G=| 0 1 0 1 0 1
0 01 1 10

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.
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Codificacion y decodificacion con la matriz generadora

m Si G esta en forma estandar, es decir si G = (x| A), entonces decodificar
es trivial ya que en esta situacion

uelr — c=uG=(uud) €eF) — u:c|Fk€IFZ.
q
1 0 0 0 1 1
m Ejemplo:G=| 0 1 0 1 0 1
0 01 1 10

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.

¢Como sabemos si una palabra
fue transmitida con error?
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Matriz de control y cédigo dual

En Iy podemos definir un producto interno como

<CL, b> = i aibi,
1=1

paraa = (ai,...,an) Yy b= (b1,...,bn) €nFy.
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Matriz de control y cédigo dual

En Iy podemos definir un producto interno como

(a,b) = > aibs,
1=1
paraa = (ai,...,an) Yy b= (b1,...,bn) €nFy.
m Si C es un codigo sobre F,, entonces
Ct={u€Fy: (uc)=0paratodoc € C}

se llama codigo dual de C.
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Matriz de control y cédigo dual

En Iy podemos definir un producto interno como

(a,b) = > aibs,
1=1
paraa = (ai,...,an) Yy b= (b1,...,bn) €nFy.
m Si C es un codigo sobre F,, entonces
Ct={u€Fy: (uc)=0paratodoc € C}
se llama codigo dual de C.

m Un cddigo C se llama auto dual si C*+ = C.

UNL . FACULTAD DE
INGENIERIA QUIMICA




Matriz de control y cédigo dual

En Iy podemos definir un producto interno como

(a,b) = iaibi,
1=1
paraa = (ai,...,an) Yy b= (b1,...,bn) €nFy.
m Si C es un codigo sobre F,, entonces
Ct={u€Fy: (uc)=0paratodoc € C}
se llama codigo dual de C.
m Un cddigo C se llama auto dual si C*+ = C.

Proposicién

SiC es un [n, k]—cddigo sobre F, entonces C* es un [n,n — k]—cédigo
sobreFF,.
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Matriz de control y cédigo dual

Una matriz H de (n — k) x n que es una matriz generadora de C* se llama
matriz de control o matriz de chequeo de paridad del codigo C.
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Matriz de control y cédigo dual

Una matriz H de (n — k) x n que es una matriz generadora de C* se llama
matriz de control o matriz de chequeo de paridad del codigo C.

m Esta matriz H permite decidir (o controlar) si una palabra esta en el
co6digo o no, ya que
reC+« Hz" =0.
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Matriz de control y cédigo dual

Una matriz H de (n — k) x n que es una matriz generadora de C* se llama
matriz de control o matriz de chequeo de paridad del codigo C.

m Esta matriz H permite decidir (o controlar) si una palabra esta en el
co6digo o no, ya que
reC+« Hz" =0.

m Sila matriz generadora G de un cédigo C se encuentre en forma estandar,

es decir
G = (Ix|A)

entonces una matriz de control para C es
H = (-A"|L,_})

donde I,,_; es la matriz identidad de tamano n — k.
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Matriz de control y cédigo dual

Una matriz H de (n — k) x n que es una matriz generadora de C* se llama
matriz de control o matriz de chequeo de paridad del codigo C.

m Esta matriz H permite decidir (o controlar) si una palabra esta en el
co6digo o no, ya que
reC+« Hz" =0.

m Sila matriz generadora G de un cédigo C se encuentre en forma estandar,
es decir
G = (Ie|A)

entonces una matriz de control para C es
H = (-A"|L,_})
donde I,,_ es la matriz identidad de tamafio n — k.

m Una matriz H de esta forma se dice que esta en forma estandar como
matriz de paridad (aunque no esta en forma estandar como matriz

generadora de C*).
UNL-FAC’ULTA[? DE
INGENIERIA QUIMICA




Ejemplo

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.
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Correccién de errores

Definicion
Si C es un [n, k]—coédigo sobre F, y H es una matriz de paridad para C,
entonces para cualquier vector y € Fy definimos el sindrome de y como

S(y)=yH".

B yeCsiysolosi S(y) =0.

m Siy ¢ C entonces corregimos a y como y — e donde S(y) = S(e).
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Definicion
SiC es un [n, k]—codigo sobre F, y a € F7, definimos la clase lateral izquierda
a+Ccomoa+C={a+z:2€C}

UNL . FACULTAD DE
INGENIERIA QUIMICA




Definicion
SiC es un [n, k]—codigo sobre F, y a € F7, definimos la clase lateral izquierda
a+Ccomoa+C={a+z:2€C}

m C C [y es un espacio vectorial

m El cociente
F,/C={a+C:acF}

también es un espacio vectorial
ala+C)=aa+C (a+C)+(b+C)=(a+b)+C

cona € Fyya,beF, yademas
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Definicion
SiC es un [n, k]—codigo sobre F, y a € F7, definimos la clase lateral izquierda
a+Ccomoa+C={a+z:2€C}

m C C [y es un espacio vectorial
m El cociente
F,/C={a+C:acF}

también es un espacio vectorial
ala+C)=aa+C (a+C)+(b+C)=(a+b)+C

cona € Fyya,beF, yademas
m |Fy/Cl=|Fgl/ICl = q"/q" = ¢"7".
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Teorema

Cada palabra de F; pertenece a una sola clase lateral de C. Dos clases
laterales o son disjuntas o son iguales.

m Hay ¢" % clases disjuntas con ¢* palabras cada una.

m El /ider de cada clase es una palabra de peso minimo, y si hay mas de
una, cualquiera de ellas.

m Para corregir errores necesitamos una tabla con los lideres de cada clase
y sus sindromes.
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0 0 0 1
0 1 1 0
1 1 1 1

1 0 1 1
G=| 0 1 0 1 H =
0 0 1 0

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.
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Ejemplo

¢ = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.

eo = (000000) S(eo) = (000) | es = (000100) S(
e1 = (100000) S(e1) = (011) | e5 = (000010) S(
€2 = (010000) S(e2) = (101) | es = (000001) S(
es = (001000) S(e3) = (110) | ez = (100100) S(
® 2 = (010101) — y = (010001)
m 2 = (010101) — y = (011101)
m 2 = (011011) — y = (011111)
® 2 = (110110) — y = (110010)

m 2errores: = (110110) — y = (110101)
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Teorema
Sea C un [n, k, d]-cddigo y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hayr columnas linealmente dependientes en H}.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d — 1 columnas son linealmente independientes.
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Teorema
Sea C un [n, k, d]-cddigo y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hayr columnas linealmente dependientes en H}.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d — 1 columnas son linealmente independientes.

Demostracién
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Teorema
Sea C un [n, k, d]-cddigo y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hayr columnas linealmente dependientes en H}.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d — 1 columnas son linealmente independientes.

Demostraciéon Sean H', H?, ..., H™ las columnas de H. Entonces

c:(cl,..47cn)€C<:>HCT:O<:>cHT:0<:>01H1+~~~+an":O.
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Teorema
Sea C un [n, k, d]-cddigo y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hayr columnas linealmente dependientes en H }.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d — 1 columnas son linealmente independientes.

Demostraciéon Sean H', H?, ..., H™ las columnas de H. Entonces

c:(cl,.447cn)€C<:>HCT:O<:>cHT:0<:>c1H1+~~~+an":O.

Si ¢ € C es una palabra de peso minimo d tenemos que H tiene d columnas
linealmente dependientes en H, y no puede haber ninguna cantidad menor de
columnas linealmente dependientes porque en ese caso habria palabras no
nulas en C con peso menor a d.
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Teorema
Sea C un [n, k, d]-cddigo y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hayr columnas linealmente dependientes en H }.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d — 1 columnas son linealmente independientes.

Demostraciéon Sean H', H?, ..., H™ las columnas de H. Entonces

c:(cl,.4.7cn)€C<:>HCT:O<:>cHT:0<:>c1H1+~~~+an":O.

Si ¢ € C es una palabra de peso minimo d tenemos que H tiene d columnas
linealmente dependientes en H, y no puede haber ninguna cantidad menor de
columnas linealmente dependientes porque en ese caso habria palabras no
nulas en C con peso menor a d. Reciprocamente, si hay r columnas lineal-
mente dependientes entonces hay palabras de peso r y la distancia minima
es el menor de esos pesos.
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Cddigo de Hadamard
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23 =23.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23 =(11-241)-2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=11-2"41-2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=(5-2+1)-2" +1.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=5.224+1-2"+1.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=(2-2+1)-22+1-2"+1-2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=2-224+1.22+1-2' +1.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=(1-24+0)2+1-2°+1-2" +1.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=1-2*40-22+1.22 1.2 +1.2°
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Codigo de Hadamard

El codigo Hadamard es un [27,r, 2"~ !]-cddigo lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un cédigo Hadamard puede
ser construida columna por columna: la i** columna son los bits de la repre-
sentacién binaria del nimero entero .

23=1-2*40-22+1.22 1.2 +1.2°

m Ejemplo: el [8, 3,4]—cddigo de Hadamard tiene matriz generadora:

00 0 0 1 1 11
G=(0 01 1 0 0 1 1
01 0 1 0 1 01
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Cédigo de Hadamard perforado
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Codigo de Hadamard perforado

El codigo Hadamard perforado binario es un [2"~, r, 27~2]-codigo lineal que
se obtiene quitando de la matriz generadora de un cédigo de Hadamard todas
las columnas que empiezan con 0.
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Codigo de Hadamard perforado

El codigo Hadamard perforado binario es un [2"~, r, 27~2]-codigo lineal que

se obtiene quitando de la matriz generadora de un cédigo de Hadamard todas
las columnas que empiezan con 0.

m Ejemplo: r = 3:

0 0001 1 11 11 1 1
G[8,3,4] = 0 O 1 1 0 O 1 1 — G[473’2] = O 0 1 1
060101 0 1 01 01 0 1
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Codigo de Hadamard perforado

El codigo Hadamard perforado binario es un [2"~, r, 27~2]-codigo lineal que
se obtiene quitando de la matriz generadora de un cédigo de Hadamard todas
m Ejemplo: r = 3:

las columnas que empiezan con 0.
0 0001 1 1 1 1 1 1 1
G[8,3,4] = 0 O 1 1 0 O 1 1 — G[473’2] = O 0 1 1
01 010101 0 1 0 1

¢ = {(0000), (0101), (0011), (1111), (0110), (1010), (1100), (1001)}
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Codigo de de Reed-Muller

m Para 0 < r < m el cédigo de Reed-Muller denotado R(r,m) es un
[n, k, d]-cédigo binario con

n=2m k:Z(T) d=2m"".

1=0

m R(r,m) tiene matriz generadora

_ Gr,m—l Gr,m—l :
Grom = ( 0 Grtm > si0<r<m
Gmfl m
Gom=(11---1) Gm,m=< ’ )
m—+1
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Desafio

Escribir la matriz generadora del

(32,6, 16] — codigo de Hadamard
perforado que usoé el Mariner 9.
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¢Preguntas?

Maria Chara
charamaria@gmail.com

Sarai Hernandez-Torres
sarai.h@campus.technion.ac.il



