
Introducción a los códigos
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Codificación y decodificación con la matriz generadora

Dada una base B = {v1, . . . , vk} de un [n, k]−código C definimos la ma-
triz generadora G del código Gk×n como la matriz cuyas filas son los
vectores vi de la base.

Para un [n, k]−código C sobre Fq podemos definir una forma de codificar
mensajes usando la matriz generadora G:

Fk
q −→ Fn

q

u → c = uG

Ejemplo: Mariner 9

u = (a1, a2, . . . , a6) −→ c = (c1, c2, . . . , c32)

Ejemplo: G =

 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0



C = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.
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Codificación y decodificación con la matriz generadora

SiG está en forma estándar, es decir siG = (Ik|A), entonces decodificar
es trivial ya que en esta situación

u ∈ Fk
q −→ c = uG = (u|uA) ∈ Fn

q −→ u = c|Fkq
∈ Fk

q .

Ejemplo: G =

 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0


C = {(000000), (100011), (010101), (001110),

(110110), (011011), (101101), (111000)}.

¿Cómo sabemos si una palabra
fue transmitida con error?
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Matriz de control y código dual

En Fn
q podemos definir un producto interno como

〈a, b〉 =
n∑

i=1

aibi,

para a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) en Fn
q .

Si C es un código sobre Fq, entonces

C⊥ = {u ∈ Fn
q : 〈u, c〉 = 0 para todo c ∈ C}

se llama código dual de C.

Un código C se llama auto dual si C⊥ = C.

Proposición

Si C es un [n, k]−código sobre Fq entonces C⊥ es un [n, n− k]−código
sobre Fq.
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En Fn
q podemos definir un producto interno como

〈a, b〉 =
n∑

i=1

aibi,

para a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) en Fn
q .
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Matriz de control y código dual

Una matriz H de (n− k)× n que es una matriz generadora de C⊥ se llama
matriz de control o matriz de chequeo de paridad del código C.

Esta matriz H permite decidir (o controlar) si una palabra está en el
código o no, ya que

x ∈ C ⇐⇒ HxT = 0.

Si la matriz generadoraG de un código C se encuentre en forma estándar,
es decir

G = (Ik|A)

entonces una matriz de control para C es

H = (−AT |In−k)

donde In−k es la matriz identidad de tamaño n− k.

Una matriz H de esta forma se dice que está en forma estándar como
matriz de paridad (aunque no está en forma estándar como matriz

generadora de C⊥).
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Corrección de errores

Definición

Si C es un [n, k]−código sobre Fq y H es una matriz de paridad para C,
entonces para cualquier vector y ∈ Fn

q definimos el sı́ndrome de y como
S(y) = yHT .

y ∈ C si y sólo si S(y) = 0.

Si y 6∈ C entonces corregimos a y como y − e donde S(y) = S(e).



Definición

Si C es un [n, k]−código sobre Fq y a ∈ Fn
q , definimos la clase lateral izquierda

a+ C como a+ C = {a+ x : x ∈ C}.

C ⊂ Fn
q es un espacio vectorial

El cociente
Fn
q /C = {a+ C : a ∈ Fn

q }

también es un espacio vectorial

α(a+ C) = αa+ C (a+ C) + (b+ C) = (a+ b) + C

con α ∈ Fq y a, b ∈ Fn
q , y además

|Fn
q /C| = |Fn

q |/|C| = qn/qk = qn−k.
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Teorema

Cada palabra de Fn
q pertenece a una sola clase lateral de C. Dos clases

laterales o son disjuntas o son iguales.

Hay qn−k clases disjuntas con qk palabras cada una.

El lı́der de cada clase es una palabra de peso mı́nimo, y si hay más de
una, cualquiera de ellas.

Para corregir errores necesitamos una tabla con los lı́deres de cada clase
y sus sı́ndromes.



Ejemplo

G =

 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0

 H =

 0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1



C = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.



Ejemplo

C = {(000000), (100011), (010101), (001110),
(110110), (011011), (101101), (111000)}.

e0 = (000000)S(e0) = (000) e4 = (000100)S(e4) = (100)

e1 = (100000)S(e1) = (011) e5 = (000010)S(e5) = (010)

e2 = (010000)S(e2) = (101) e6 = (000001)S(e6) = (001)

e3 = (001000)S(e3) = (110) e7 = (100100)S(e7) = (111)

HT =


0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


x = (010101)→ y = (010001)

x = (010101)→ y = (011101)

x = (011011)→ y = (011111)

x = (110110)→ y = (110010)

2 errores: x = (110110)→ y = (110101)



Teorema

Sea C un [n, k, d]-código y sea H una matriz de control para C. Entonces

d = min{r : hay r columnas linealmente dependientes en H}.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier con-
junto de d− 1 columnas son linealmente independientes.

Demostración Sean H1, H2, ..., Hn las columnas de H. Entonces

c = (c1, . . . , cn) ∈ C ⇐⇒ HcT = 0⇐⇒ cHT = 0⇐⇒ c1H
1+ · · ·+cnHn = 0.

Si c ∈ C es una palabra de peso mı́nimo d tenemos que H tiene d columnas
linealmente dependientes en H, y no puede haber ninguna cantidad menor de
columnas linealmente dependientes porque en ese caso habrı́a palabras no
nulas en C con peso menor a d. Recı́procamente, si hay r columnas lineal-
mente dependientes entonces hay palabras de peso r y la distancia mı́nima
es el menor de esos pesos.
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Código de Hadamard

El código Hadamard es un [2r, r, 2r−1]-código lineal binario que es capaz de
corregir muchos errores. La matriz generadora de un código Hadamard puede
ser construida columna por columna: la ith columna son los bits de la repre-
sentación binaria del número entero i.

Ejemplo: el [8, 3, 4]−código de Hadamard tiene matriz generadora:

G =

 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
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corregir muchos errores. La matriz generadora de un código Hadamard puede
ser construida columna por columna: la ith columna son los bits de la repre-
sentación binaria del número entero i.

23 = (1 · 2 + 0)23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20

Ejemplo: el [8, 3, 4]−código de Hadamard tiene matriz generadora:
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 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
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Código de Hadamard perforado

El código Hadamard perforado binario es un [2r−1, r, 2r−2]-código lineal que
se obtiene quitando de la matriz generadora de un código de Hadamard todas
las columnas que empiezan con 0.

Ejemplo: r = 3:

G[8,3,4] =

 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

 → G[4,3,2] =

 1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1



C = {(0000), (0101), (0011), (1111), (0110), (1010), (1100), (1001)}
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Código de de Reed-Muller

Para 0 ≤ r ≤ m el código de Reed-Muller denotado R(r,m) es un
[n, k, d]-código binario con

n = 2m, k =
r∑

i=0

(
m

i

)
, d = 2m−r.

R(r,m) tiene matriz generadora

Gr,m =

(
Gr,m−1 Gr,m−1

0 Gr−1,m−1

)
si 0 < r < m

G0,m = (1 1 · · · 1)︸ ︷︷ ︸
m+1

Gm,m =

(
Gm−1,m

0 · · · 0 1

)



Desafı́o

Escribir la matriz generadora del

[32, 6, 16]− código de Hadamard

perforado que usó el Mariner 9.
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Marı́a Chara
charamaria@gmail.com

Saraı́ Hernández-Torres
sarai.h@campus.technion.ac.il


