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La desigualdad isoperimétrica

Teorema: Dada una figura plana de darea Ay perimetro P,
47A < P?,

con igualdad si y solo si la figura es un circulo.

Teorema (desigualdad de Wirtinger): Sea f : R — R una funcién
27-periédica que es C! a trozos. Sea f el valor medio de f

2w
A

£(6) do.
2 [, fO)d0

Entonces ) )
/ [F(6) — f]*df < / [F'(6)]* df,
0 0
con igualdad si y solo si

f(0) = f + acos® + bsinf

para algunas constantes a, b.
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Series de Fourier

Sea f : R — R una funcién 27-periédica, C! a trozos. Los ntimeros a,, by,

en (1) y ¢, en (2) se llaman los coeficientes de Fourier de f. La serie
correspondiente

_ZO:O c e o 52 + Z(an cos nf + by, sin nf)

n=1

se llama |a serie de Fourier de f.
Aqui,

=1 [ fQeosncde b= [ AQsnnca (1)
= [ Qe dc @)

27 J_,
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Ejemplos
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i Converge la serie de Fourier de una funcién f a f?

Para N € N, sea

N N
Sn(0) = %«90 + > (ancosnf + bysinnd) = > cpe™ (3)
n=1 Y,

Teorema: Si f : R — R es una funcién 2m-periédica que es C! a trozos, y

S}, es definida como en (3) con a,, b, y ¢, definidos como en (1) y (2),
entonces

1
lim S§(0) = Z[f(6—) + F(6+)]
N—oo 2
para todo #. En particular,

Jim Sy(0) = £(6)

para cada punto # en el que f es continua.
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Desigualdad de Wirtinger

Teorema: Sea f : R — R una funcién 27m-periédica que es C! a trozos, y sea

1 27

Entonces ) )
/ "1F0) — F2 do < / "IF ()2 do.
0 J0

La igualdad se alcanza si y solo si _
f(0) = f + acos6 + bsin 6

para algunas constantes a, b.

Demostracion: Sea

1 oo
f(0) = 530 + Z(an cos n@ + by sin nf)

n=1

donde ag = 2f y

2 o [ &2 2
/ () —F2do = / [Z(an cosnd + bysinnd)| do
° 0 L=
o
= wY (@ +b)

n=1
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1 =
an + Z(a,7 cos nf + by, sin nf)

n=1
oo
Z(—nan sin n® + nbp, cos nf)
n=1

oo
kg Z nz(ai + bz) (identidad de Parseval)

/2”[#(9)]2 do — /Q"[f(e) —F2do == i(n2 —1)(2+ B) > 0.
0 0 =1

Se tiene igualdad si

(n271)(ai+b5):Oeithernzloran:b,,:OfornZZ.

En este caso,
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Segunda perspectiva hacia el problema isoperimétrico

La Suma de Minkowski de dos subconjuntos A, B C R” se define como

ABB:={a+b:acAand be B}
“Warm up”:
@ Encuentre [0, 3] x [0,2] B [0, 2] x [0,1]
@ Encuentre AH B, donde A es un tridngulo y B un rectangulo.

© Para un conjunto SCR?y p€ R, p>0, sea pS = {px: x € S}.
Sean p€(0,3), B={x€R?: x| <1}y Q=1[0,1] x [0,1].
Encuentre BH pB 'y QH pB.

@ Encuentre drea y perimetro de BH pB y Q H pB.
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Desigualdad de Steiner

Note que si Q CR"y p > 0,
Q, =QHpB = {x € R? : dist(x, Q) < p}

Teorema: Sea Q C R? un subconjunto cerrado y acotado con borde C! a
trozos, cuya area es A y cuyo borde tiene longitud L. Sea p > 0. Entonces

Area(Q,) < A+ Lp+mp?
L(0Q,) < L+ 2mp.

Si Q es convexo, entonces las desigualdades son igualdades.

Preguntas:
o Verifique las igualdades para un poligono convexo.

@ Esboce la demostracién para un conjunto convexo acotado.
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Desigualdad de Brunn

Sean Ay B subconjuntos medibles acotados del plano

\/Area(AH B) > /Area(A) + \/Area(B).

Minkowski demostré que se tiene igualdad si y solo si A = rB + x para
algunos r > 0y x € R? (i.e. Ay B son figuras homotéticas).
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Demostracién de Hadwiger usando la desigualdad de
Steiner

Dado un conjunto compacto Q C R?, definimos:

@ inradio
rp = sup{r > 0: there is x € R? such that x 8 rB C Q}

@ incentro es cualquier x; tal que incircle x; Hr B C Q

Desigualdad Isoperimétrica de Hadwiger Sea Q C R? convexo con
borde C! a trozos, drea A y perimetro £. Sea M una linea a través del
incentro de Q) y sea a la longitud del segmento de M que pasa por el

incentro. Entonces )

L2 AnA > %(a —2n)?
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