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Motivacion

El problema isoperimétrico, que data de la antigua Grecia, consiste en
encontrar entre todas las figuras planas con perimetro fijo, aquella con
mayor area.

El objetivo de este curso es probar que nuestra predicciéon es correcta.
Haremos esto desde diversas perspectivas.

“Warm up”:

@ De todos los rectdngulos con perimetro 12, jcudl tiene mayor drea?
@ ;Cudl es el drea de un hexdgono regular de lado 27
© ;Cudl es el drea de un dodecagono regular de lado 17

Regular hexagon

Regular dodecagon

@ ;Qué propiedades de poligonos con perimetro fijo parecen maximizar
area?
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El cociente isoperimétrico

@ El cociente isoperimétrico de una figura plana dada con drea Ay

perimetro P es
TA

4
1Q = =3
Note que para maximizar el area A de una figura plana con perimetro
dado P es suficiente maximizar Q.
o Explique por qué es equivalente a minimizar el perimetro P entre

todas las figuras planas de area A.
@ Calcule IQ para un circulo de drea Ay perimetro P.

@ Encuentre una férmula para el drea de un 2m-agono de perimetro 12.
Calcule el /Q correspondiente. j Qué ocurre con la férmula cuando
m— oco?

@ ;Tiene alguna conjetura sobre /Q que probaria que nuestra prediccién
es correcta?
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La desigualdad isoperimétrica

Teorema: Dada una figura plana de darea Ay perimetro P,
4TA < P2

con igualdad si y solo si la figura es un circulo (es decir, el circulo es la
solucién al problema isoperimétrico).

Explique por qué la figura que maximiza /Q debe ser convexa (cada
segmento de linea recta que conecte dos puntos en el borde de la figura
debe estar contenido en ella).
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Una aplicaciéon desde la antigliedad

Asumiendo que hemos resuelto el problema isoperimétrico, jqué haria si se
encontrara en la situacién de la Princesa Dido? La princesa Dido, hija de
un rey Tirio y futura fundadora de Cartago, comprd a los nativos de Africa
del Norte un terreno a lo largo de la linea costera no mds grande que lo
que un cuero de buey pudiera rodear. Ella corté el cuero en tiras e hizo una
gran cuerda de longitud L. Entonces se enfrenté al problema geométrico
de encontrar la regién de mayor area encerrada por una curva, teniendo en
cuenta que se le permitia usar la linea costera como parte del borde de
dicha region. En el interior del continente el resultado habria sido una
region circular, pero con la linea costera presente el problema era distinto.
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Demostraciéon de Hurwitz's usando la desigualdad de
Wirtinger

Teorema de Green: Si p y g son funciones diferenciables en el plano y 2
es una regién plana cuyo borde I' es una curva C! a trozos, entonces

?ﬁpdx%—qdy // — py) dxdy.

Eligiendo g = x y p =0, el teorema de Green dice que

%xdy://gdxdy:Area(Q).

Supongamos que la curva I tiene longitud L y estd parametrizada por su
longitud de arco. Entonces hay dos funciones L-periddicas
x,y : [0, L] — R? que son C! a trozos y satisfacen

2 2
S A Y
ds ds
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Convertimos x(-) e y(-) en funciones 27-periddicas:

0 -x(5). e0-r(5)

(&) () -erer-£

Area(Q2) = ygxdy:
r

2
= / fg' do =
0

Recordemos que
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Desigualdad de Wirtinger

Teorema: Sea f : R — R una funcién 27-periédica (es decir,
f(0 +27) = f(0)) que es C! a trozos. Sea f el valor medio de f

2w
A

£(6) do.
2 |, fO)d0

Entonces . .
(/V@—mwg/[mm%a
0 0

con igualdad si y solo si

f(0) = f + acosf + bsind

para algunas constantes a, b.
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Cierre de la demostracidon de Hurwitz's usando la
desigualdad de Wirtinger

2
A-iea(@) = 5 [0 TP+ OF - 170) - - £OF) a0
< LT R - R+ g 0)P) do
S GO SO
27 27 42 2
<5 [ wrorsgor o= [T -
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Analisis de Fourier

La idea central del andlisis de Fourier es descomponer una funcion dada
como combinacion de funciones mas simples. Estas dltimas seran los
bloques elementales. Algunos ejemplos de ellas son las funciones seno y
coseno.

200 Hz
250 Hz

300 Hz

200 +300 Hz
Perfect fifth

200 + 250 + 300 Hz
Major Triad

https: //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/d1/Major_triad.svg/1200px-Major_triad.svg.png
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Sea f : R — R una funcién 27-periédica (f(6 + 27) = f(#)) que es C* a

trozos. jEs posible expandir f como una serie de la forma

f(0) = %ao + Z(an cos nf + by sin nf) 7

n=1

Recordemos que e = cos x + isin x. Asi,
eim9 4 e—in& einé? o e—in6

cos nf = — and sinnf = —

de modo que (1) puede reescribirse como
oo
f(0) = Z cne™,
—00

donde para n € N,

o equivalentemente,
ay=2¢y; an==cn+c_pn by=1i(ch—c_p).
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Asumamos que f admite una expansién en serie de la forma (2). ; Cémo
podemos calcular ¢, en términos de 7
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Series de Fourier

Sea f : R — R una funcién 27-periédica, C! a trozos. Los ntimeros a,, by,

en (1) y ¢, en (2) se llaman los coeficientes de Fourier de f. La serie
correspondiente

_ZO:O c e o 52 + Z(an cos nf + by, sin nf)

n=1

se llama |a serie de Fourier de f.
Aqui

\ 71T/7r f(¢) cos n¢ d¢ b, = 71T/7r f(¢)sinn¢ d¢ (5)

=1 [ F(0)e d (6)

27 J_,
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Casos especiales

f T
par f(—0) = £(0) ap, = g/ f(0) cosnf dg | bn =0
T Jo
f 5w
im- | f(=0)=—f(0) | an=0 by = f/ £(0) sin n do
par T Jo

Encuentre las series de Fourier de las siguientes funciones:

{ 1 O0<f<n

T—0 0<o<nm _
F(0) -1 —-71<60<0

f(e):{ﬂe —T<6<0 -
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i Converge la serie de Fourier de una funcién f a f?

Para N € N, sea

N N
Sn(0) = %«90 + > (ancosnf + bysinnd) = > cpe™ (7)
n=1 Y,

Teorema: Si f : R — R es una funcién 2m-periédica que es C! a trozos, y

S}, es definida como en (7) con a,, b, y ¢, definidos como en (5) y (6),
entonces

1
lim S§(0) = Z[f(6—) + F(6+)]
N—oo 2
para todo #. En particular,

Jim Sy(0) = £(6)

para cada punto # en el que f es continua.
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Desigualdad de Wirtinger

Teorema: Sea f : R — R una funcién 27m-periédica que es C! a trozos, y sea

1 27

Entonces ) )
/ "1F0) — F2 do < / "IF ()2 do.
0 J0

La igualdad se alcanza si y solo si _
f(0) = f + acos6 + bsin 6

para algunas constantes a, b.

Demostracion: Sea

1 oo
f(0) = 530 + Z(an cos n@ + by sin nf)

n=1

donde ag = 2f y

2 o [ &2 2
/ () —F2do = / [Z(an cosnd + bysinnd)| do
° 0 L=
o
= wY (@ +b)

n=1
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oo
Z(fna,, sin n@ + nbp, cos nf)

(o) =

n=1
oo

T Z n2(3,27 + bi) (Parseval's equation)
n=1

NECRE

0

/QW[W(@)]2 d6 — /h[f(a) —FRdo=n i(lﬁ —1)(a + B2) > 0.
0 n=1

Se tiene igualdad si
(n271)(ai+b§):Oeithern:lora,,:bn:OfornZ2
En este caso, _
f(0) =f+ajcosf + bysing. [
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