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摘要 : 对三维情况下椭圆型方程的七对角差分格式的强隐式法作了推导 ,给出了迭代格式 ,并对收敛性和迭代

参数的选择作了分析.
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Abstract : We deduce the strongly implicit procedure method for the seven - diagonal matrix which is obtained

from the finite differentiate method of the elliptic equation in 3 dimensions ,give the iterative formation ,prove

the convergence of the algorithm and analyze the choice of the iterative parameter.
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　　用差分方法数值求解偏微分方程时 ,所得到的线性代数方程组的系数矩阵常常是条件数很大的准对

角矩阵 ,对于此类多对角方程 ,强隐式法 (st rongly implicit procedure) ,简称 SIP 方法 ,被实践证明是一个行

之有效的方法. 对于二维情况下 ,椭圆型方程的五点、七点和九点差分格式的强隐式法 ,文献 [ 1 ]已作了详

细的讨论. 对于三维情况下的格式 ,计算实践中常采取把第三方向的项移到右边 ,然后采用二维的强隐式

分解来做. 作者考虑对三维情况下的七对角矩阵进行直接的强隐式分解 ,然后进行迭代. 经过计算实践、比

较 ,发现这样做能大大地提高计算的速度. 本文给出了直接分解的公式 ,并对此迭代格式的收敛性和迭代

参数的选择进行了分析.

1 　计算格式的推导

a
92 u
9 x 2 + b

92 u
9 y2 + c

92 u
9 z 2 + d

9 u
9 x

+ e
9 u
9 y

+ f
9 u
9 z

+ gu + h = 0 (1)

为椭圆型方程 ,用普通的七点格式求解 ,问题化为求解 Aφ= Ψ形式的线性代数方程组 ,其中 A 为形状如

图 1a 的一个七对角的方阵 ,设其元素自左起分别为 D i , j , k , Ci , j , k , B i , j , k , A i , j , k , Ei , j , k , Fi , j , k , Gi , j , k . 用强

隐式法求解 ,其思路是通过选取合适的矩阵 M = L U ,其中 L 和 U 分别是形如图 1b 的下三角矩阵和如图
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1c 的上三角矩阵. 每一矩阵在每一行上只有四个非零元素. 若 M = L U 是对 A 很小的修正 ,则如下的式

(2) 所用的格式称之为强隐式法.

Mφn +1 = ( M - A)φn + Ψ (2)

图 1 　矩阵 A , L 和 U 的形状

Fig. 1 　Forms of the matrixes A , L and U

　　下面导出 L 和 U . 分别设 L 和 U 每条线上元素自左到右分别为 d i , j , k , ci , j , k , bi , j , k , ai , j , k和 1 , ei , j , k ,

f i , j , k , gi , j , k ,则 L U 为一个 13 对角矩阵 ,若令 A 和 L U 的相应元素相等 ,有

d i , j , k = D i , j , k , d i , j , kei , j , k - 1 = 0 , d i , j , kf i , j , k - 1 = 0 , ci , j , k = Ci , j , k , ci , j , kei , j - 1 , k = 0 , bi , j , k = B i , j , k ,

d i , j , kgi , j , k + ci , j , kf i , j , k + bi , j , kei , j - 1 , k + ai , j , k = A i , j , k , ai , j , kei , j , k = Ei , j , k , bi , j , kf i - 1 , j , k = 0 ,

ai , j , kf i , j , k = Fi , j , k , ci , j , kgi , j - 1 , k = 0 , bi , j , kgi - 1 , j , k = 0 , ci , j , kgi , j , k = Gi , j , k (3)

这里约定在 A , L 里不出现的量 ,如 B 111等均设为 0 . 可以看到未知量 (即 ai , j , k , bi , j , k , ci , j , k , d i , j , k , ei , j , k ,

f i , j , k , gi , j , k) 的个数刚好是系数矩阵 A 中 A i , j , k , B i , j , k , Ci , j , k , D i , j , k , Ei , j , k , Fi , j , k , Gi , j , k的个数 ,而式

(3) 中却多出右端为 0 的 6 个方程. 这是因为相乘得到的 L U 是 13 对角方阵而不是原来 A 的七对角方

阵.

若将式 (3) 改写成

d i , j , k = D i , j , k + p1 , d i , j , kei , j , k - 1 = p2 , d i , j , kf i , j , k - 1 = p3 , ci , j , k = Ci , j , k + p4 , ci , j , kei , j - 1 , k = p5 ,

bi , j , k = B i , j , k + p6 , d i , j , kgi , j , k + ci , j , kf i , j - 1 , k + bi , j , kei - 1 , j , k + ai , j , k = A i , j , k + p7 ,

ai , j , kei , j , k = Ei , j , k + p8 , bi , j , kf i - 1 , j , k = p9 , ai , j , kf i , j , k = Fi , j , k + p10 , ci , j , kgi , j - 1 , k = p11 ,

bi , j , kgi - 1 , j , k = p12 , ci , j , kgi , j , k = Gi , j , k + p13 (4)

其中 p1 , ⋯, p13为 6 个未知变量 Pi , j , k , Q i , j , k , R i , j , k , S i , j , k , T i , j , k , U i , j , k的函数 ,这 6 个未知量的引入是

为了可以由式 (4) 的 13 个式子来求解 ai , j , k , bi , j , k , ci , j , k , d i , j , k , ei , j , k , f i , j , k , gi , j , k和 Pi , j , k , Q i , j , k , R i , j , k ,

S i , j , k , T i , j , k , U i , j , k13 个未知数 ,用其中 ai , j , k , bi , j , k , ci , j , k , d i , j , k , ei , j , k , f i , j , k , gi , j , k组成 L 和 U 矩阵 ,使

L 和 U 的矩阵的乘积 ,得出和原来七对角矩阵 A 近似的 13 对角矩阵.

图 2 　13 对角矩阵的形状

Fig. 2 　Form of 13 - diagonal matrix

式 (4) 中的 p1 , ⋯, p13如下确定 ,矩阵方程 Aφ= Ψ写下来就是

D i , j , kφi , j , k - 1 + Ci , j , kφi , j - 1 , k + B i , j , kφi , j , k - 1 + A i , j , kφi , j , k + Ei , j , kφi +1 , j , k +

　　Fi , j , kφi , j +1 , k + Gi , j , kφi , j , k +1 = Ψi , j , k (5)

若在式 (5) 中加入修正量φi + 1 , j - 1 , k ,φi - 1 , j + 1 , k ,φi , j + 1 , k - 1 ,φi , j - 1 , k + 1 ,φi + 1 , j , k - 1 ,φi - 1 , j , k + 1 ,得出 13 个

未知数的方程 ,组成的如图 2 的 13 对角阵与 A 近似相等.

将式 (5) 修正如下 :

Di , j , kφi , j , k - 1 + Ci , j , kφi , j - 1 , k + B i , j , kφi , j , k - 1 + A i , j , kφi , j , k + Ei , j , kφi +1 , j , k +

　　Fi , j , kφi , j +1 , k + Gi , j , kφi , j , k +1 + Pi , j , kq1 + Qi , j , kq2 + Ri , j , kq3 + S i , j , kq4 +

　　Ti , j , kq5 + U i , j , kq6 = Ψi , j , k (6)

其中 q1 , ⋯, q6 是 φi + 1 , j - 1 , k , φi - 1 , j + 1 , k , φi , j + 1 , k - 1 , φi , j - 1 , k + 1 ,

φi + 1 , j , k - 1 ,φi - 1 , j , k + 1的线性函数 ,为使 L U 尽可能和 A 相等 ,由 Taylor 展

开式 ,当离散微分方程的网络足够小时 ,取

q1 = φi +1 , j - 1 , k - α( - φi , j , k +φi +1 , j , k +φi , j - 1 , k) (7a)
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则当α≈1 时 , q1 = O (Δx 2 +Δy2) ≈0 ,参数α是考虑到截断误差而引入的 ,其主要作用为调节收敛性和收

敛误差. 类似地取

q2 = φi - 1 , j +1 , k - α( - φi , j , k +φi - 1 , j , k +φi , j +1 , k) (7b)

q3 = φi +1 , j , k - 1 - α( - φi , j , k +φi +1 , j , k +φi , j , k - 1) (7c)

q4 = φi - 1 , j , k +1 - α( - φi , j , k +φi - 1 , j , k +φi , j , k +1) (7d)

q5 = φi , j +1 , k - 1 - α( - φi , j , k +φi , j +1 , k +φi , j , k - 1) (7e)

q6 = φi , j - 1 , k +1 - α( - φi , j , k +φi , j - 1 , k +φi , j , k +1) (7f)

　　把式 (7) 代入到式 (6) ,得出

( Di , j , k - αPi , j , k - αTi , j , k)φi , j , k - 1 + ( Ci , j , k - αPi , j , k - αUi , j , k)φi , j - 1 , k + ( B i , j , k - αQi , j , k - αS i , j , k) ·

　　φi , j , k - 1 ( A i , j , k +αPi , j , k +αQi , j , k +αRi , j , k +αS i , j , k +αTi , j , k +αUi , j , k)φi , j , k +

　　( Ei , j , k - αPi , j , k - αRi , j , k)φi +1 , j , k + ( Fi , j , k - αQi , j , k - αTi , j , k)φi , j +1 , k +

　　( Gi , j , k - αS i , j , k - αUi , j , k)φi , j , k +1 = Ψi , j , k (8)

则由式(8) ,可令式(4)中的 p1 , ⋯,p13如下 :

di , j , k = Di , j , k + p1 = Di , j , k - αpi , j , k - αi , j , k Ti , j , k , di , j , kei , j , k - 1 = p2 = Ri , j , k ,

di , j , kf i , j , k - 1 = p3 = Ti , j , k , ci , j , k = Ci , j , k + p4 = Ci , j , k - αpi , j , k - αUi , j , k ,

ci , j , kei , j - 1 , k = p5 = pi , j , k , bi , j , k = B i , j , k + p6 = B i , j , k - αQi , j , k - αS i , j , k , di , j , kgi , j , k + ci , j , kf i , j - 1 , k +

bi , j , kei - 1 , j , k + ai , j , k = A i , j , k + p7 = A i , j , k +αpi , j , k +αQi , j , k +αRi , j , k +αS i , j , k +αTi , j , k +

αUi , j , k , ai , j , kei , j , k = Ei , j , k + p8 = Ei , j , k - αpi , j , k - αRi , j , k , bi , j , kf i - 1 , j , k = p9 =

Qi , j , k , ai , j , kf i , j , k = Fi , j , k + p10 = Fi , j , k - αQi , j , k - αTi , j , k , Ci , j , kgi , j - 1 , k = p11 = Ui , j , k ,

bi , j , kgi - 1 , j , k = p12 = S i , j , k , ci , j , kgi , j , k = Gi , j , k + p13 = Gi , j , k - αS i , j , k - αUi , j , k (9)

当α接近 1 时 ,由式 (9)解出 ai , j , k , bi , j , k , ci , j , k , di , j , k , ei , j , k , f i , j , k , gi , j , k组成 L 和 U 矩阵 , di , j , k , ci , j , k , bi , j , k ,

ai , j , k , ei , j , k , f i , j , k , gi , j , k的具体表达式为

di , j , k = Di , j , k/ (1 +αei , j , k - 1 +αf i , j , k - 1) , ci , j , k = Ci , j , k/ (1 +αei , j - 1 , k +αgi , j - 1 , k) , bi , j , k =

B i , j , k/ (1 +αf i - 1 , j , k +αgi - 1 , j , k) , ai , j , k = A i , j , k +α( di , j , kei , j , k - 1 + di , j , kf i , j , k - 1 +

ci , j , kei , j - 1 , k + bi , j , kf i - 1 , j , k + ci , j , kg + bi , j , kgi - 1 , j , k) - di , j , kgi , j , k - 1 -

ci , j , kf i , j - 1 , k - bi , j , kei - 1 , j , k ; ei , j , k = ( Ei , j , k - αci , j , kei , j - 1 , k - αdi , j , kei , j , k - 1) /αi , j , k ,

f i , j , k = ( Fi , j , k - αbi , j , kf i - 1 , j , k - αdi , j , kf i , j , k - 1) / ai , j , k ,

gi , j , k = ( Gi , j , k - αdi , j , k , gi - 1 , j , k - αci , j , kgi , j - 1 , k) / ai , j , k (10)

用式(10)在解 d1 ,1 ,1 , c1 ,1 ,1 , ⋯, g1 ,1 ,1等量时 , a0 ,1 ,1等不出现的量均设为 0.

2 　迭代格式

对线性代数方程组 Aφ=Ψ,选用以下格式迭代(参见文献[2]) :

LUφ( n+1)
= LUφ( n)

+ω(Ψ - Aφ( n) ) (11)

其中ω是一个松弛参数. 进行迭代时具体做法为 : ①设 v( n + 1) = ( LU - ωA)φ( n) +ωΨ; ②解方程 Lw( n + 1) =

v( n + 1)和 U ×φ( n + 1) = w( n + 1)解出φ( n + 1) ,由于 L 和 U 分别为下三角和上三角矩阵 ,这两个方程可用直接法求

得.

3 　收敛性的讨论

对格式(11)的收敛性 ,采用与文献[1]相似的方法讨论.对于ω取 1 附近时 ,给出定理 1.对于ω和 1 相差较

大时 ,分别就ω> 1 和ω< 1 做出讨论.

设 A 为强对角占优矩阵. 不失一般性 ,可设 A 的主对角元素 A i , j , k均为 1 ,并且设 B i , j , k , Ci , j , k , Di , j , k ,
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Ei , j , k , Fi , j , k , Gi , j , k是比较小的数 ,此时对 Π i , j , k 有

A i , j , k = 1 , B i , j , k = O ( h) , Ei , j , k = O ( h) , Ci , j , k = O ( z) ,

Fi , j , k = O ( z) , Di , j , k = O ( q) , Gi , j , k = O ( q) (12)

其中 h , z , q 为小正数(此处的 h 和式(1)的 h 意义不同) .

引理 1 　在式(12)的假设下 ,若 h ,z ,q充分小 ,则由式(10)得出的 di , j , k , ci , j , k , bi , j , k , ai , j , k , ei , j , k , f i , j , k , gi , j , k

各量估计式为

di , j , k = O ( q) , ci , j , k = O ( z) , bi , j , k = O ( h)

ai , j , k = 1 + O ( q2 + z2 + h2)

ei , j , k = O ( h + zq) , f i , j , k = O ( z + hq) , gi , j , k = O ( q + hz)

(13)

　　由于其证明和文献[1]相应引理的证明基本一致 ,此处略去.

定理 1 　在式(12)的假设下 ,若 h , q , z 充分小 ,则用 LUφ( n + 1) = LUφ( n) +ω(Ψ - Aφ( n) )解 Aφ= Ψ, L 和

U 由式(10)解得 ,当ω取 1 附近 ,迭代矩阵 M - 1 N 的谱半径ρ( M - 1 N)有估计式

ρ( M - 1 N) = ω- 1 | 1 - ω| +ω- 1 O ( zh2 + qh + q2 z) (14)

其中 M = L ×U , N = L ×U - ωA.

证明　N = L ×U - ωA 亦为形如图 2 的 13 对角矩阵 ,利用式(13)易知自上而下其各量分别为

O( (1 - ω) q + zh2 + qh + q2 z) , O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( (1 - ω) z + zh2 + qh + q2 z) , O

( zh2 + qh + q2 z) , O ( (1 - ω) h + zh2 + qh + q2 z) ,| 1 - ω| + O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( (1 - ω) h + zh2 + qh + q2 z) ,

O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( (1 - ω) z + zh2 + qh + q2 z) , O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( zh2 + qh + q2 z) , O ( (1 - ω) q + zh2 +

qh + q2 z)的量 ,从而 N 的元素最大为| 1 - ω| + O ( zh2 + qh + q2 z)的量 ,记之为 N| 1 - ω| + O ( zh2 + qh + q2 z) ,

而 M - 1 N = (ωA + N) - 1 N = ( I +ω- 1 A - 1 N) - 1ω- 1 A - 1 N , ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞≤ω- 1 ‖A - 1 ‖∞‖N ‖∞=ω- 1

| 1 - ω| +ω- 1 O ( zh2 + qh + q2 z) ,当ω取 1 附近时 , ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞< 1 ,则由泛函中熟知的定理得

‖A - 1 N ‖∞ ≤‖ω- 1 A - 1 N ‖∞/ (1 - ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞) (15)

此时 1/ (1 - ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞)为 O (1)的量 ,所以‖M - 1 N ‖∞可用 ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞来代替 ,由ρ( M - 1 N) ≤

‖M - 1 N ‖∞,即得式(14) ,定理证毕.

由定理 1 可见 ,在保持ω在 1 附近时 ,ω略大于 1 可以加速收敛.

下面讨论ω离 1 较远的情况 ,只给出定性的分析. 对于ω离 1 较远 ,| 1 -ω| 不再是小量 ,所以 N 主要由

| 1 - ω| 决定. ‖ω- 1 A - 1 N ‖∞主要由ω- 1| 1 - ω| 决定.对于ω< 1 的情况 ,ω≤1/ 2 就不再适用式 (15) ,但是此时

M 和 N 的接近程度很好 ,所以收敛性还是可以做到.但是在实际计算中可以看到 ,ω越小收敛越慢.不过对于性

态不好的矩阵 ,当ω取得较大不收敛时 ,可以取较小的ω来保证收敛.对于ω> 1 的情况 ,ω- 1| 1 - ω| = 1 - ω- 1

< 1 ,此时式(15)的右端化为 1 - ω- 1

1 - (1 - ω- 1)
=ω- 1 ,所以当ω> 2 时 ,将肯定不收敛. 由于式 (15)为放大的 ,所以对

于ω< 2 ,较难做出结论.

4 　计算实例

在一般的强隐式法求解三维情况下的椭圆型方程的七对角差分格式所形成的线性代数方程组时 ,常采用以

下格式进行计算 ,对于如下的差分方程 :

aui , j , k + bui - 1 , j , k + cui +1 , j , k + dui , j - 1 , k + eui , j +1 , k + f ui , j , k - 1 + gui , j , k +1 = h (16)

把第三个方向的项 ,即 f ui , j , k - 1 + gui , j , k + 1移到差分方程 (16)的右边 ,作为源项 ,则方程的左边是一个五对角的

系数矩阵 ,可以采用标准的五对角强隐式分解(见文献[1 ]) ,并用和式 (11)相类似的带松弛因子ω的格式迭代 ,

不妨称此种格式为老格式.而本文给出的直接进行强隐式分解的算法称为新格式.经过计算实践发现 ,老格式的

收敛速度远不如新格式来得快.下面给出算例.

在式 (1) 中 ,令 a = b = c = 1. 0 , d = e = f = g = 0 , h = - 2 y (1 - y) z (1 - z) - 2 x (1 - x) z (1 - z ) - 2 x

(1 - x) y (1 - y) ,在区域Ω= {0 ≤x ≤1 ,0 ≤y ≤1 ,0 ≤z ≤1}上计算 ,边界条件为 u| 9Ω = 0 ,则精确解为 u = x (1 -
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x) y (1 - y) z (1 - z) ,网络剖分为 373 的等距剖分 ,取α= 0. 9 ,在 Intel Celeron Ò333 Hz的 PC机上分别用对新老格

式进行迭代 ,在相对误差≤10 - 6时停止迭代 ,结果见表 1.

表 1 　新老格式下的计算结果的对比

Tab. 1 　Comparison of computational results of newand old algorithms

ω 1. 6 1. 5 1. 4 1. 3 1. 2 1. 1 1. 0 0. 9 0. 8 0. 7

新格式迭代次数 D 75 80 86 92 99 108 119 131 147

老格式迭代次数 D D D D D D 516 562 618 687

新格式迭代时间/ s 24 25 27 29 31 35 38 42 46

老格式迭代时间/ s 114 124 136 152

　　　　　注 :D表示不收敛

由此可见 ,新格式的收敛速度在ω选取合适的条件下 ,要好于老格式.

由于上面算例中的系数矩阵虽然不是严格对角占优的 ,但是是不可约弱对角占优的 ,和式 (12)的条件还是

结合得较好的 ,所以和上一节的分析基本吻合 :ω在 1 附近时 ,大于 1 时收敛速度较快 ,但是当ω过大时 ,就不收

敛 ,而ω< 1 时速度较慢.

5 　结论

对于三维椭圆型方程的七对角差分格式 ,带参数的强隐式法的如上格式还是有效的.较之上述的老格式 ,收

敛速度有较大的提高.对于其收敛格式的收敛性也给出了相应的分析 ,在强对角条件下 ,ω的选择一般可以略大

于 1 ,而在不满足此条件时 ,ω的选择则较困难 ,要经过试验后得出.
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当 X/ N T 自反时 ,φ在 U ( X/ N T) 上范数可达 ,即 ϖ[ x ] , ‖[ x ] ‖= 1 ,使得 ‖φ‖= | φ[ x ]| . 取 x 0 是[ x ]

的等模代表元 ,于是

‖φ‖ = | φ[ x ] | = | f ( x 0) |

即 ‖f ‖ = | f ( x 0) | ,证毕 .
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