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 �¨��$�~ �®�¨?2A�e¨m¯t¨m����¨m�6�k�e¨z²)�¬�~®�¤Q�s i�¬��ª��6 ����s¨m�s®�ª���².�~­�¨�Âw��±i¨d�~ }¤C��Ä�¨d±i�e�z i�UÎ.�6�s­� �ª�±}¤�ªa���s¨z²)¨d�~¨d���z¨�µ��� �±»�k�e i´;¨m�:2
®����s¯�­� }ªa®�ª3¤¬ª�O8�=�kª3¤�ªsªa�e�z }¤Q�s¨d� �~�����R�e ���¤C�sÎ �e i´t¨d�~¨d�¬�s �¤�±e¨dÆ6��¤C�~ �����ª ! ¤��m����ªa�~�s���z�~ ����
�^­� ��R­
�n¤�ª3¤C±��s¨d¤���Î
¯��s¨dª~¨m�6�� �� " ¦&%(')�.¤����+�s�s¤���ªU²)¨d�~�s¨d���s­�¨�®��e�e¨d±i ���«�¨z´;���~�g�~���~­�¨�±� i��¨d¤C��ª~¯�¤��m¨��C²�Ä¬¨m±��e�z i�~ �¨dª��t �¨�����²�Ä�¨d�z�~�¬�
°�¨d±���ª0�e¨m°���¨h� �����~­�¨� �®�¤�«�¨nªa��¯�¯8�¬�a�h�� g���e¨m�3ª~�� i�s¤Cµ�±i¨nËn¤C��¤¬�R­�ªa¯8¤��z¨�ªU�s�~�8�_�~���~¨hª��¬� �~­�¨dª~¨�±� i��¨d¤C�0ª~¯�¤��m¨dª��
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�~­�¨�¨mÃ%�~¨m�8ªa ������C²��s­�¨KD�³�Â ª~��±��e�~ ����8ªg²)�¬�� i��°��� i�~¨��~ �®�¨.�'¤����+�s­�¨�¨zÃe }ªU�s¨m���m¨���²�®� ��� i®� �½m¨d�sª��s��«¬¨m��¨d�s¤�±
ÄQ¤C�s �¤C�~ �����¤�±;¯��~�¬µ�±�¨m®�ª^ ����s­� }ªkªa¯8¤��z¨ �d¤C��µ8¨�¨m��ª~���s¨d���e¯��s�QÄ% ��� i��«��s i«¬���s����ªnª~�-<��z �¨m�6�g�z�¬���e i�~ �����ª�²)�¬�^�~­�¨
��¨m±�±Z2o¯8�6ªa¨h�e��¨hª~ª^��²�®�¤C�%Î�¯��s¤¬�_�~ }�m¤�±�¯��s��µ�±i¨d®�ªg i�©�~¨m®�¯�±}¤Q�s¨�®�¤Q�R�R­� ���«��kÌn­� }ª�¤C��¤�±iÎeª~ �ª^�s¨A,U�¬ i��¨d�¸�s­�¨�±� i��¨
�C²������>����²�§ �%§+ i±�±�¨m��¤�����­� }ª��z��±�±}¤Cµt���R¤Q�~�¬�sª0�¬���~­�¨�¨dªa�~ �®�¤Q�~ ������C².±}¤C�s«�¨k�e¨m²)���s®�¤C�~ ������e i´;¨m��®��¬�~¯�­� �ª~®�ª
!A" �dÀ��¬¡CÀ&%(')�¬ i�[�^­� }�R­�Ä�¨m±��e�z i�UÎ$2[µ�¤¬ªa¨h� ®��e�e¨m±}ª0­�¤?Ä¬¨�µt¨m¨d�� i�6�~�s�e�e���m¨d����¤�����Ä?¤��~ }¤Q�s i�¬��¤C±%¯��s��¯t¨m�~�~ �¨dª3ªa�~�8�e i¨h�
 �� " �d¦&%o�3�A� " ¡e�)%\�%�~­�¨� ��6�~¨m�s¨dªa�� ��¸�z���8ªa }�e¨m�s ���«�¤�±i i²H�~¨h��«¬�~�¬��¯�¤��z�~ ������6�����~­�¨��m�~�6ª~ªw¯��~�e�e�8�_�n�C².�s­�¨�«¬�~�¬��¯
 i�sª~¨m±i²�¤C������²t�s­�¨g �®�¤C«¬¨kªa¯�¤¬�z¨7�7�n¤�ª���¨m®�����ªa�~�R¤Q�s¨d�� ���¤]�^ }�e¨kÄQ¤C�s i¨m�UÎ���².¤C¯�¯�±� }�m¤Q�s i�¬��ªd�$Ìn­�¨k°���¤C±8®�¨z�~�s }�
�����~­�¨� i®�¤C«¬¨gª~¯�¤��m¨���¤¬ª��¬µe�s¤� i��¨h��µ%Î�¯��~�.,U¨d�z�~ ���« ¤ �s i«¬­6�32o i�%ÄQ¤C�s �¤��6�w·^ i¨d®�¤C���� }¤C���� �ªa�s¤����z¨��e¨dª~ i«¬��¨d���¬�
�~­�¨�¯��~�e�e�8�_�kªa¯8¤��z¨¬�
Ìn­�¨�¤C¯�¯��~�6¤��R­^��¨g²)�¬±i±��=�  ����s­� �ª�¯�¤�¯8¨d�^¤����e�s¨dªsª~¨dªw�~­�¨�ªs¤C®�¨_�% �������²'�z�¬��ªa�~�s���_�s i�¬��¤�ª� �� " ¡e�)%\�-�^­� }�R­

­��=��¨mÄ¬¨m���~¨hªU�s�~ }�_�s¨d� ��� �s­�¨©®�¨z�s�~ }�©¤�ª~¯t¨d�_�RªL�nµ�����²)�~�¬® ¤ �e i´;¨m�s¨m�6��¯t�� ��¬����²�Ä6 �¨L���`D�����¯����~¯t�¬ª~¨+ �ª
�~��ªU�R¤C�~� ²)�s��®¿�~­�¨� i�e°8�� »�s¨dª~ i®�¤�±�¤���¤C±�Îeªa }ª��C²gª~®�¤C±�±��e¨m²)���s®�¤Q�~ ����8ª �C²^ �®�¤C«�¨hªL�0 �� ���R�e¨d���~�©®��e�e¨d±�¤����
®�¨d¤¬ªa���s¨� i®�¤C«¬¨�ÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬��ªL�.¤������e¨z°���¨��� »´;¨m�s¨m�6�~ }¤Cµ�±i¨�¤C�8�5«¬¨m�e�e¨dª~ }���m���~Ä¬¨dª� i���s­�¨� i®�¤C«¬¨�ª~¯�¤¬�z¨��
C�¨
ª~­�¤C±�±3¤��m�m¨m¯e���z�¬���e i�~ �����ªa�^­� }�R­5¨d��ªa���~¨�¨m���¬��«�­�ªa®��%�C�s­���¨dªsª����©�s­�¨��e »´;¨m�¬®����s¯�­� }ªa®�ª��Xµ��e���~�sÎ.�.¤�ª�²j¤��
¤�ªa��¨��m¤C� «����X�~�¸¤?Ä��¬ ��5¯�±�¤¬�z ���«¸ªa���R­ ª~®��%���~­���¨hª~ª�¤¬ª~ª~��®�¯e�~ ����8ªg²)�¬���~­�¨� �®�¤�«�¨hªg�s­�¨m®�ª~¨m±�Ä�¨hªm�^H%���R­�¤
�R­��¬ ��m¨.���^­� ��R­5 �ª�Ä�¨d�~Î� i®�¯t���~�s¤��¬��«� �Ä�¨d�¸�~­�¨��e }ª~�m���6�~ ��%������ªk��¤Q�s���~¨��C²� �®�¤C«�¨hªL�t }ªg®�¤���¨�¤Q���~­�¨��z�6ªU���C²
 ����z�s¨d¤¬ªa ���«��~¨d�R­��� ��d¤C±� »�s i¨hªn¤C�������C�R¤Q�s i�¬����¤�ªb�^ �±i±Xµt¨ ªa¨d¨m�� i�¸ª~¨d�_�s i�¬��¦��e i�J�^­� }�R­��s­�¨�µ�¤�ª~ }�g«¬¨m��®�¨m�~�sÎ��C²
�~­�¨�®��e�e¨d±3 �ª�¯��s¨dª~¨m�6�~¨h�X�dcg¨m�s¨.����¨���¨z°���¨��s­�¨��s¤C��«�¨m�6��ªa¯8¤��z¨�¤Q� ¤�«� �Ä�¨d� ªsÆ¬�8¤C�s¨� ��¬�s¨m«¬�s¤�µ�±i¨� i®�¤�«�¨
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�

¤�ª�¤��©¨dÆ6�� �ÄQ¤C±�¨m�6���m±�¤¬ª~ªg²)����¤�±i±0¯t�¬ªsªa �µ�±�¨�ÄQ¤C�s }¤Q�~ ����8ªk�s¨dª~��±»�s i��«�²)�s��®£¤��5 ��e°��� i�~¨hªa �®�¤C±3�z�¬®�µ� ���¤Q�s i�¬�©�C²�¤
�e¨m²)���s®�¤C�~ ���� ! «¬¨m�¬®�¨m�~�sÎ�''¤������C²t�~­�¨g¤����� »�s i�¬����².¤�ª~Æ6��¤��~¨n ��¬�s¨m«¬�s¤�µ�±i¨�²)���8�_�~ ���� ! ¯�­����~��®�¨m�~�sÎ-'?��Î% �¨m±}�e i��«
�^­�¤C���d¤C� µt¨+�m¤C±�±�¨d� ¤ ®����s¯�­���®�¨m�~�s ��d¤C±wÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬�.�eC ¨��~­�¨d� ¨hÆ¬�� i¯  »�^�^ i�~­ ¤��  �����¨d��¯��s�e�e���z���w¤����
�e¨m°���¨ ²)�s��®È i��±�¨m��«��~­�ª�¤C���¸¨d��¨m�s«� �¨dªk�C²w�z���~Ä¬¨dªd�kÌn­� �ªg®�¨z�~�s }�  }ªkµ�¤¬ªa¨h�¸���+�s­�¨�µt¨dªa�g�s�s¤¬�e¨?2o�C´5µt¨z�A��¨m¨d�
«�¨d��®�¨z�s�~ }�m¤�±3¤C��� ¯�­����~��®�¨m�~�s ��d¤C±0ÄQ¤C�s �¤C�~ �����ªd�
H6�s i±�±� ��5�s­� }ª�«�¨d��¨m�R¤C±0ªa¨m�a�s i��«�����¨�ª~­��=� �~­�¨�¨zÃe }ªU�s¨m���m¨��C²
®� i�� i®� �½m ���«�«�¨d�%��¨dª~ ��dª ! �z���sÄ�¨hªn�C²$®� ��� �®�¤C±.¨d��¨m�s«�Î�'�µ8¨m�A��¨d¨m�¸¤C�%Î��A���� i®�¤C«¬¨dªd�
Ìn­�¨��~¨hªU���C²^�s­�¨�¯8¤C¯t¨m�� �ª��e¨dÄ��C�s¨d� �s�5�s­�¨¸ªU�s���eÎ �C²g«¬¨m�e�e¨hªa }�mª�¤C��� �~­�¨d i��«�¨d��¨m�R¤Q�s i�¬� ²)�~�¬®  i�� i�~ }¤C±

�z�¬���e i�~ �����ªd�¸Ìn­�¨�®��C�s iÄQ¤Q�s i�¬�  i� �s­� }ª�ªa�~���eÎ� }ª��~­�¨�¯8�6ª~ª~ �µ� i±� i�~ �¨dª� i����´t¨d�sª�²)�¬� ¯��s�C�s�C�UÎ%¯8¨L2[µ8¤�ª~¨d�  i®�¤C«¬¨
�s¨m¯��s¨dª~¨m�6�s¤C�~ ������$¤C��� �s­�¨�«�¨d��¨m�R¤Q�s i�¬� �C²n i®�¤C«¬¨�ÄQ¤C�s �¤C�~ �����ª�¤���� �e¨m²)���s®�¤C�~ �����ª�²)�s��®� ��� »�s �¤�±��m�����e i�~ ����8ª
µt¨m±�����«¬ i��«��s��¤�Ä�¨h�_�s���wª~¯�¤��m¨��$�A���~­� }ªw�m���6�~¨mÃ%���C�s­�¨k«¬¨m�e�e¨dª~ }�n¨dÆ6��¤Q�s i�¬��ª�¤��~¨k�e¨d�~ �Ä�¨h�������e¨d���~­�¨g¤�ªsªa��®�¯�2
�~ ������~­8¤Q�n�~­�¨��e¨m²)���s®�¨h��¯��~���~�C�UÎ%¯t¨g }ª^ªa®��%�C�s­ !

H1 '?��µ��e�f�^ i�~­������s¨dªa�~�s }�_�~ ����������~­�¨��C�s­�¨m�n¨d���#2o¯8�¬ i�6�d�
Ìn­� }ª� �ª��e����¨� �� ª~¨d�z�~ ���� ¶�� ¡�� ¡7'_��Ìn­�¨��¬µe�s¤� i��¨d�©¨dÄ��¬±i�e�s i�¬�©¨dÆ6��¤C�~ �����ª�¤C�s¨ �s­�¨m� «�¨m��¨m�R¤C±� i½d¨d���8�~�¸¤�²)�¬�~®
�^­� }�R­��e�%¨hª����C�n�~¨hÆ¬�� i�s¨k�s­�¨�ª~®��%�C�~­���¨dªsªw��².�~­�¨� ��� i�~ }¤C±;¯t�¬ª~ »�s i�¬���e¤C�����~­�¤C�b��¨��m���=,U¨h�_�s���~¨g�~���~¨d¯��s¨dª~¨m�6�
¤��z��®�¯��s¨m­�¨m��ª~ iÄ¬¨��m±�¤¬ª~ª���²� i®�¤�«�¨�¨mÄ��¬±i���~ �����ªd�3Ìn­�¨�¨dÆ6��¤Q�s i�¬��ª��6�����e¨m�n�s­� }ª�²)���s®N�e¤��~¨�ªU�s���e �¨d�� i�+ª~¨d�z�~ ����
¹#���^­�¨d�~¨g��¨ ¯��s�QÄ�¨��s­�¤Q���~­�¨dÎ¸­�¤?Ä�¨ ¤����� }Æ¬��¨�ªa�¬±i���~ ����©�QÄ¬¨m�k¤C�sµ� i�~�R¤C�sÎ�°��� »�s¨ �~ �®�¨� ��6�~¨m�sÄQ¤C±}ªm�_D����g±}¤�ªa�
�s¨dª~��±»��ª~­��=�kª��~­�¨�±��%�d¤C±3���¬�-2A¤C®�µ� i«¬�� »�UÎ¸��²w�~­� �ª��s¨m¯��s¨dª~¨m�6�R¤Q�~ ������;¤C��±�¨d¤¬ªU�� ��5�s­�¨�ªa®��%�C�s­��d¤�ª~¨.hg²)�~�¬®£¤
ª~®��%���~­ ¯��s�C�~���UÎ%¯8¨7�X�~­�¨�ª~��±��e�s i�¬��ª��C²��~­�¨�«¬¨m�e�e¨hªa }��¨dÆ6��¤Q�s i�¬��ª� �� ª~®�¤C±�±0�~ �®�¨��m¤������C� �m�� ����z }�e¨� i²��s­�¨mÎ
­�¤?Ä¬¨ µ8¨d¨m� «�¨m��¨m�R¤Q�~¨h��²)�~�¬®	�e �ªa�~ ����z��ª~®��6���~­© ��� i�~ }¤C±3�z�¬���e i�~ �����ªd��Ìn­� �ª� }ª��e�¬��¨� �� ª~¨d�z�~ ����5É���Ìn­�¨�±}¤�ªa�
ª~¨d�_�s i�¬�����dÀ���¯��~¨hªa¨d�6�sª��%��®�¨m�s }�m¤C±3¨mÃe¯8¨d�~ �®�¨m�6�sª����^­� }�R­  i±�±���ªU�s�s¤C�~¨��s­�¨�²)¨d¤¬ªa �µ� �±i i�UÎ5��²��s¨z�s�~ �¨mÄ% ���«+¤��s¤C�s«�¨m�
²)�s��®Å�s­�¨� i�� »�s �¤�±��z�¬���e i�~ �����ª^¤¬ª~ª~�e�z }¤Q�~¨h���s���~­�¨�®� ��� i®� �½m ���«�«�¨d�%��¨dª~ ���ªa�s¤C�~�~ ���«�²)�s��®Å�s­�¨��~¨d®�¯�±�¤C�~¨��



i û;üCû;ý}þ�ÿ�����������û;þ
	�üCû��
���eþ;ÿ
�����;þ����
¡e��j ���.k%���)�'�

Ï��¬�g²)���a�s­�¨m���s¨z²)¨m�s¨m�8�z¨.����¨�¯��~¨hªa¨d�6�� ���¤�ªa ���«¬±i¨��e¨z°��� »�s i�¬��ª~��®�¨��C²��s­�¨�®�¤� i�5²)�����z�~ �����¤�±0ª~¯�¤¬�z¨dª_��¨
��ª~¨� i���~­��~�¬��«�­��¬�e�n�~­�¨�¯8¤C¯t¨m�h�

�Nl7mFnpo(q�o6r�nts�uEv�w?x
k, p ∈ IN∗ y l ∈ IN z={�| Ω } w zN}>~:�-{�| w |K|.~:�[z:��{e~3� IRk � � x�� C1 };~=�-{
|.z:�)�.�! �/'�� w | w {�~ x\w C∞

c (Ω, IRp) y x���wd�4� z7� w ~3� � �^~�~ x�� �;~=� � z.� x6� � � � �.� ~=� x�w | IRp ��� z � � w |a�;�-{�� x ��~:{ � ~:{
Ω �! ¡.'�� w | w {�~ x�w Cl(Ω, IRp)

x���wg�LwLx ~3� x���w � w)�)x �)��� x ��~={ �gx ~ Ω ~3� x���w l x ��� w?� �;~:{ x ��{���~=� �)� �V|:� � w � w { �x ��z7} �Bw IRp ��� z � � w |��;�-{
� x ��~={ � ~:{ IRk �v�wLx
f ∈ Cl(Ω, IRp) � � w | w6� { wgx(��w {�~:�)� |f |l,∞ }?�

|f |l,∞ ,
∑

α, 0≤|α|≤l

sup
x∈Ω

| ∂|α|f

∂xα1

1 · · · ∂xαd

d

,

� ��w � w �?~=�dz:{�� α , (α1, · · · , αd) ∈ INd
∗ y � w | w {�~ x�w |α| ,

∑

αi �! ¦7'�� w | w {�~ x�w Cl
0(Ω, IR

p) y x���w �;~:� �
�9w?x ��~={T~A� C∞
c (Ω, IRp) �?~:� x���w {
~=�)� | |l,∞ �! ¥$'�� w | w {�~ x\w L2(Ω, IRp) y x(��wN� � � } w � x
�6� z.� w ~A� �?� ��z=� w ��{ x\w\� ��z.} �9w �;�-{�� x ��~={ � ��{ IRp � � x(� |.~ x� ��~/|=��� x | w�� { w |��?~:� f, g ∈ L2(Ω, IRp) }?�

〈f, g〉2 ,

∫

Ω

〈f(x), g(x)〉IRpdx .

! ¶.'�� w | w {�~ x�w H1(Ω, IRp) y x���wK� � � } w � xd�4� z7� w ~3� �L� ��z:� w ��{ x\w\� ��z.} �9w IRp ��� z � � w |K�;�-{�� x ��~:{ � � � x���L� ��z:� w ��{ x\w\� ��z.} �9w�� � �)x�� z=� x ��z �����$w { w ��z � �9� w |;�V| w �)� � z x � � w?� �V� ��w |.~ x�� ��~�|:��� x � � | w6� { w |��?~=�dz:{��
f, g ∈ H1(Ω, IRp)

〈f, g〉H1 , 〈f, g〉2 +

k
∑

i=1

〈 ∂f
∂xi

,
∂g

∂xi
〉2 .
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�����k�z���8ªU�s�~���z�~ �����ªn¤�¯�¯�±�Î��~��«¬¨m��¨d�~ }�g«¬�s¤�¯�­�ªn��²'Ä�¨h�_�s����2[ÄQ¤C±���¨h��²)�����z�~ �����ªd�
C�¨d�n¤C�6�k�s��µ��� i±}�5¤��e �ªa�s¤����z¨7�X�e¨m�����~¨h�+�~­�¨m�s¨d¤Q²H�s¨m�

dJW

�X�¬�
JW

�~­��s����«¬­5¤�·k i¨d®�¤����� }¤C�5¤���¤C±�Îeªa }ªd�
ª ¨m�

j ∈ JW
¤C���

h ∈ IR
��¤C�����z�¬��ª~ ��e¨d�k¤�ªa®�¤C±�±X¯t¨m�~�~���sµ�¤Q�s i�¬�

jh
�C²
j
ªa�8�R­��s­�¤Q�

jh(x) = j(x− hv(x)) + hσ2z(x) + o(h) ,

�^­�¨d�~¨
v
 }ª�¤��e }ªa¯�±}¤��m¨m®�¨m�6�3°�¨d±���¤����

z
¤
IRd 2[ÄQ¤�±i��¨h��²)�����_�s i�¬����� Ω

�Fcg¨m�s¨^¤C���� ����s­�¨n²)��±�±��=�^ i��«��
σ2  }ª3¤

°�Ãe¨d��¯8�6ªa i�~ �Ä�¨�¯�¤C�R¤C®�¨z�s¨m�h�$Ìn­�¨k�~�R¤C�8ªU²)�¬�~®�¤Q�s i�¬��²)�~�¬®
j
�s�
jh
 �ªw�~­�¨m�s¨z²)���s¨��� iÄ% }�e¨d�� ����A�����m��®�¯�±�¨m®�¨m��2

�s¤��~Î¸¯��s�e�z¨hª~ª~¨dªd��Ìn­�¨�°8�sªa�����^­� }�R­­��¨��m¤C±�±$�~­�¨]«a«�¨m�¬®�¨z�~�s }���~�R¤C�8ªU²)�¬�~®�¤Q�s i�¬�#¬� �ª�¤�¯����s¨��e¨m²)���s®�¤Q�~ ����5�C²
�~­�¨�ª~��¯�¯t���~��²)���b�^­� ��R­�¤�¯t�� ��6�^±i�e�m¤C�~¨h��¤Q�

x
 i���~­�¨�°��RªU�n �®�¤�«�¨� �ª�¯��8ªa­�¨h���s��±��e�m¤Q�s i�¬�

x+ hv(x)
�wÌn­�¨

ª~¨d�z�¬����¯��~�e�m¨dªsªL�e�m¤�±i±�¨d���~­�¨1«U¯�­��C�~�¬®�¨z�~�s }�k�s�s¤���ªU²)�¬�~®�¤C�~ ����#¬)�% �ª��s­�¨��~¨hªa }�e��¤�±6�%�¬µe�s¤� i��¨h��µ%Î��s­�¨ ¤����e »�s i�¬�
�C²
σ2hz

�5Ë����~­ �s�s¤���ªU²)�¬�~®�¤C�~ �����ª ¤��~¨��~­�¨�®�¤C ��  i��«¬�~¨h�e �¨m�6�sª��C²g¤��6Î�®����s¯�­� ���«©¯��s�e�z¨dªsª µt¨z�A��¨m¨d� �A���
 �®�¤�«�¨hªm�FC ­�¨d�

j
 �ªkª~®��%�C�~­��-��¨�­�¤?Ä¬¨

∂j

∂h |h=0
, lim

h→0

jh − j

h
= σ2z − dj(v) .

! �/'
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Ìn­�¨���ªa�8¤C±$«�¨m�¬®�¨z�~�s }�� i�6�s¨m�s¯��~¨m�s¤C�~ ����+ }ªk�s­�¤Q�

γ ,
∂j
∂h |h=0

 }ª�¤��©¨m±�¨m®�¨d�¬���C²3�s­�¨��R¤C��«¬¨m�6��ª~¯�¤��m¨
TjJW

�
¤C�8���.«� �Ä�¨d� �¬�����s¨m¯��s¨dª~¨m�6�s¤C�~ ������X i�� �ª�ªa¨d��ªa �µ�±�¨��~�¸±i¨m���~­�¨�±�¨m��«C�~­ |γ|j

�e¨d¯8¨d�������
w , (z, v)

�'¤C�8�5±�¨z�
w
ÄQ¤C�sÎ� ��5ª~��®�¨ �R­��¬ª~¨m�¸Ä¬¨d�_�s���kª~¯�¤��m¨

W
�nÌn­�¨ ªa�¬±i�e�s i�¬�©�m¤������C�k®�¨d�~¨d±iÎ�µ8¨��s��ª~¨z� |γ|j = |w|W

�^­�¨m�s¨
| |W

 �ª�¤������s® ���
W
�Xµt¨d�d¤C��ª~¨ �s­�¨��~¨d¯��s¨dª~¨m�6�s¤C�~ ����

(z, v) 7→ γ
 �ª��������¬��¨?2[�~�.2[�¬��¨.hn i²

w′ = (v′, z′)
 �ª

ª~���R­��s­�¤Q�

σ2(z′ − z) − dj(v′ − v) = 0 ,
! ¡.'

�~­�¨m���~­�¨^�~�R¤C��ªa²)���s®�¤Q�s i�¬��ª0¤C±�����«
w
¤����

w′ ��² j ¤C�s¨^ ��e°��� i�~¨hªa �®�¤C±�±iÎ�¨dÆ6�� �Ä?¤�±i¨d�6�d�Ick¨d���z¨7��±��6�7�% i��«�²)�¬�3�~­�¨
µt¨dªa���s�s¤¬�e¨m��´ µ8¨m�A��¨d¨m��«�¨d��®�¨z�s�~ }��¤����5¯�­��C�s��®�¨z�s�~ }� �s�s¤���ªa²)���s®�¤C�~ �����ª�����¨��d¤C� �R­��%�¬ª~¨ ²)�����s­�¨�®�¨z�~�s }�
�����~­�¨��s¤C��«�¨m�6�kª~¯�¤��m¨

TjJW
h

|γ|j = inf
{

|w|W | w = (v, z), γ = σ2z − dj(v)
}

.
! ¦$'

¢k�=�]�-��¨��m¤����e¨m°���¨�²)�¬�~®�¤C±�±�Î

dJW
(j0, j1) , inf

{

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂t

∣

∣

∣

∣

jt

, j
¯�¤Q�s­�²)�s��®

j0
�~�
j1

}

.
! ¥#'

¦��N¡e� �No(¯Gl$¨=l#n
q�o6¥-°p§6l±£�qL¨=²p³:q/²�¨=l�u Ìn­�¨ ¯��s¨mÄ% i�¬��ª©�m����ªa�~�s���_�s i�¬�  }ª©���=�¿®�¤���¨ �~ �«��¬�~�¬��ªL��²)���
JW ,

L2(Ω, IRd)
�

�Vl#¤¦¥�¨/´µs�uK¶ ��{
� w L2(Ω, IRd) � � z:{ � � � } w � x]�4� z7� w y � xE� z � z·{�z x �-�>z �b�)x �)��� x �-� w ~3� � �^~/~ x(� ��{ � {�� x\w
|=��� w { � ��~={
z � �[z:{�� �?~ � |.� � ~ � w � w � y x���w |:� � w � w { x ��z ���)x �)��� x �-� w � w { w;w |K�;~={ � ��| w � ��w � w � � |=� � w � w { x �;��~=�x(��w[�)x z={
|.z=�>| L2 �)x �)��� x �-� w �e��~ �Lw;w^x(� � � y �;~={ � ��| w � x(��w �?~ ��� ~ � ��{ �ew�¸ z:� �
�9w�¹ Ω =]0, 1[k y z:{�| jh(x) ,

j0(x − hv(x)) � ��w � w/¹2
j0(x) , 1x1≥1/22
v ∈ C∞

c (Ω, IRk) � �g� ��� �ºx(� z xfx(��wS� � �)x �;~/~=��|:��{�z x\w y v1 y ~3� v � �g�)x �)��� x4� � � ~ � � x � � w z xfx(��w � w { x\w �
c , (1/2, · · · , 1/2) ~A� Ω �

� ��w { y |jh − j0|2/h → +∞ � ~ x�� z x jh � � {�~ x |=� � w � w { x ��z.} �9w z x h = 0 �?~:� x(��w � � ��z � L2 |=� � w � w { x ��z.} �9w�)x �)��� x �-� w y � ��w � w z � y }L� x���w �;~:{ �)x �)��� x ��~={Nz7};~ � w y � x � � ��� } w�� ~G�?~=� x(��w |=� � w � w { x ��z ���)x �)��� x �-� w ~={ JW
�\x(� � �

� � zf»)� �)x � � �;z x ��~={
�?~=�a¼ w;w\� ��{ �Vx���w {
~={ � �)x z={
|.z=�>|^{�~ x z x ��~:{ JW �?~=� x(��w ���[z �7wg�4� z7� w �.�
D���� �m����ªa�~�s���_�s i�¬� ªU�R¤C�~�sªE�^ i�~­ �~­�¨��e¨z°��� »�s i�¬� �C²

C1 ¯�¤Q�s­�ª��¬� JW
�VC�¨�°��Rªa� ��¨m¨h�5�s�©ªa¯t¨d�m »²)Î �~­�¨

¤C±�±��=��¨h��«�¨d��®�¨z�s�~ }��¤�ªS��¨m±�±�¤�ªn«¬�~¨dÎ72o±�¨mÄ�¨d±8 ��e°��� »�s¨dª~ i®�¤C±.�~�R¤C��ªa²)���s®�¤Q�~ ����8ªm�
¦��N¡e�����f½ { � {�� x\w?� ���[z ��x �>z={ � �?~:�)�[z x ��~:{ �4� z7� w)� �
¾ w ~=� w?x �)��� x ��z:{ � �?~=�)�^z x ��~={
� C�¨k�e¨m���C�~¨ B

�C�s­�¨kªa¯8¤��z¨��C²t�~­�¨n�� �ª~¯�±}¤��z¨d®�¨m�6�0°�¨m±}��ª3���8�e¨m�s±iÎ% ���«��~­�¨^ ��e°��-2
 i�~¨dª~ �®�¤�±�«�¨d��®�¨z�s�~ }���~�R¤C��ªa²)���s®�¤Q�s i�¬�.��C�¨g¤�ªsª~��®�¨��s­�¤Q�

B
 }ª�¤]ck �±iµt¨m�~��ª~¯�¤��m¨f�^ »�s­��e�C�w¯��~�e�e���z�w�e¨m���C�~¨h�

µ%Î 〈 , 〉B
¤C��� �����s®��e¨d���C�s¨d��µ%Î | |B

�^C�¨�¤�ªsª~��®�¨��s­��s����«¬­����e���s­� �ª ¯�¤C¯t¨m���s­�¤Q�
B
 }ª��z�¬�6�~ ��6������ª~±iÎ

¨m®�µ8¨h���e¨h�+ i�
Cp

0 (Ω, IRk)
���^­�¨d�~¨ ¤C��±�¨d¤�ªa�

p = 1
��µ��e��®�¤?Î�µt¨ ±}¤C�s«�¨m�g »²�ª~¯8¨h�z i°�¨d�X� Ê ª�¤��s¨m®� ����e¨d������¨

�s¨d�m¤�±i±t�s­�¤Q�
B
 �ª^�m���6�~ ��%�����8ªa±�Î�¨m®�µt¨d���e¨d�� i�¸ª~��®�¨�Ën¤���¤��R­�ªa¯�¤¬�z¨

B′ ! �^ »�s­������s® | |
B′

'���²�²)�����z�~ �����ªn i²
¤C�8������±iÎ� i²�¨d¤¬�R­�¨d±i¨d®�¨d�6�

v
��²

B
�d¤C��µ8¨��z�¬��ª~ ��e¨d�~¨h��¤�ª�¤C��¨m±�¨m®�¨m�6�n�C²

B′ ¤������s­�¨m�s¨�¨mÃe �ªa�sªn¤��z���8ªU�R¤C�6�

C
ªa���R­��~­8¤Q����²)���k¤C±�±

v ∈ B
h

|v|
B′ ≤ C |v|

B
.

§+�¬�~¨d�QÄ�¨m�/�
B
 }ªn�z�¬®�¯8¤��_�s±iÎ�¨d®�µt¨d����¨d�� i�

B′  i²' i�^ �ª^�m���6�~ ��%�����8ªa±�Î�¨m®�µt¨d���e¨d��¤C����¤C�%Î�µt��������¨d��ªa¨m�
²)���n�s­�¨����¬�~® �¬�

B
 �ª^�s¨m±}¤Q�s iÄ¬¨m±�Î��z�¬®�¯8¤��_�^ ����~­�¨

B′ �~�¬¯8�¬±i�¬«�Î¬�
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	�üCû��
���eþ;ÿ
�����;þ����
C�¨ ªa­�¤�±i±.¤�±�ª~��¤�ªsªa��®�¨��~­8¤Q�

C∞
c (Ω, IRk)

 �ªg�e¨m��ª~¨� i�
B
�

À8� ~ x ~=� w?x �)��� x ��z={ � �?~:�)�[z x ��~:{�� º��~¨dÎ72o±�¨mÄ�¨d±?�~�R¤C��ªa²)���s®�¤Q�s i�¬��ª;¤C�s¨�¤�ªsªa��®�¨h�k�s�kµ8¨d±i�¬��«n�~�n�s­�¨wª~¯�¤��m¨ L2(Ω, IRd)
�

Ï$ i�8¤C±�±iÎ7����¨ ��¨m�����~¨
W , B × L2(Ω, IRd)

���J�^­� }�R­N��¨�¯�±}¤��z¨��s­�¨ �e���k¯��~�e�e�8�_�g�e¨m°���¨d��²)�¬�
w = (v, z)

¤C�8�
w′ = (v′, z′)

µ6Î

〈w,w′〉W , 〈v, v′〉B + σ2〈z, z′〉2 .
¦��N¡e�N¡e�fÁ � � w � w { x ��z7} �9w �?�-� � w?� z={
| x z:{ �$w { xE�4� z7� w � Ï�����¤C�%Î ª~®��6���~­  i®�¤C«¬¨ j �G��¨�­�¤?Ä�¨7�0²)����¤C�%Î u ∈
C∞

c (Ω, IRd)
¤����¸¤C�%Î

w = (v, z) ∈W

〈σ2z − dj(v), u〉2 = σ2〈z, u〉2 + 〈j, div(u⊗ v)〉2 ,
! ¶7'

�^­�¨d�~¨
div(u ⊗ v) ∈ C0(Ω, IR

d)
 }ª��e¨m°���¨d� µ%Î

div(u ⊗ v)i = div(uiv)
��Ìn­�¨��s i«¬­6��­�¤���� ªa }�e¨��C²��~­�¨

¨dÆ6��¤�±i i�UÎ� }ªS��¨d±i±'�e¨z°���¨d��²)���k¤��~µ� i�~�R¤C�sÎ
j ∈ JW

���^­� ��R­�±�¨d¤���ªn��ªn�~���s­�¨ �e¨z°8�� »�s i�¬��h
�Nl7mFnpo(q�o6r�nÃÂ !

C1 �z���sÄ�¨hª� i� JW
' uKv�w?x

I } w z={���{ x�w � � z � ��{ IR � � wº� z=� x(� z x j : I → JW � � z
�;~={ x ��{���~=� �)� �M|=� � w � w { x ��z.} �9w �L�-� � w � � x���w � wdw>¸ � �;x6� w , (v, z) ∈ C(I,W )

� ��� �Äx�� z x! �/'
j ∈ C(I, L2(Ω, IRd)) �?~=� x(��w � � ��z � L2 x ~ � ~ � ~ � � y! ¡.' �?~=�Vz:{�� u ∈ C∞

c (Ω,Rd) y t → 〈jt, u〉2 � � z­�;~={ x ��{���~=� �)� �º|=� � w � w { x ��z.} �9w � w z � ��� z � � w |@�;�-{�� x ��~:{
z={
| ∂

∂t 〈jt, u〉2 = σ2〈zt, u〉2 + 〈jt, div(u⊗ vt)〉2 .
�o²���¨��e¨m°���¨�¤�ª���ª~��¤C±t�s¤���«�¨d�6��Ä�¨h�_�s���Rª�Ä% �¤��z±}¤�ªsª~¨dª���².°��RªU��2[�¬�s��¨m��¨hÆ¬�� iÄQ¤C±�¨m�6�^�z���sÄ�¨hªL�$��¨��m¤��� }�e¨m�6�s »²)Î

�~­�¨��s¤C��«�¨m�6�^µ����8�e±i¨���²
JW

²)�s��® �~­�¨ �e¨m°��� i�~ ����¸�C²
C1 ¯�¤C�~­���� JW

¤�ª�²)�¬±i±��=�kªm�
�Nl7mFnpo(q�o6r�nÆÅ�u ! �/'JÇ ~=�Vz={�� j ∈ JW z:{�|·z={�� u ∈ C∞

c (Ω,Rd) y � w | w {�~ x�w lj,u x���w �;~:{ x ��{���~=� �� ��{ w z:�
�?~:�)�È~:{ W �\x(��w �;~={ x ��{��-� x � �)x\w � � �;��~:� x���w �;~={ x ��{���~=� �bw �^} w |7|=��{ � ~A� B ��{ C1
0 (Ω, IRk) �

| w6� { w |1�?~=�@z:{�� w = (v, z) ∈W }?�
lj,u(w) , σ2〈z, u〉2 + 〈j, div(u⊗ v)〉2 .

! Á$'
! ¡.'�� w | w6� { w

Ej , { w ∈W | lj,u(w) = 0, ∀u ∈ C∞
c (Ω,Rd) } , ! ¹:'

z={
|
TjJW , {j} ×W/Ej ,

! ¼$'
� ��w � w W/Ej � �]x(��w
� ��~ x � w { x��4� z7� w y x(��w
w?�9w � w { x�� ~A� � � ��� � z:� w | w {
~ x�w | w �

�Vl#¤¦¥�¨/´ÆÂ�u � ��w � �Lw ~A�
z � ��~ x � w { xG�4� z.� w � � zN�>~:{ �Lw;� � w {�� w ~A� x���w {
~={ � �-{�� � � w { w)�;� ~A� x(��w � w�� � w)�Lw { �x z x ��~={·~3� x���w | w �)� � z x � � w }?�Vz:{ wL�9w � w { x w ∈ W z �@w>¸)�
� z=��{ w |K}L� w;� ��z x ��~:{ ! ¡.' �
C�¨g�z�¬��ªa }�e¨d�

TjJW
¤�ª�¤ Ä�¨d�z�~�¬��ªa¯�¤¬�z¨��^­�¨m�s¨n²)���w¤��6Î

γ = (j, w)
¤����

γ′ = (j′, w′) ∈ TjJW
�$��¨^­�¤?Ä¬¨

γ + λ′γ′ , (j, w + λw′)
�w¢k�=�]�e i²F��¨��e¨m°���¨

TJW ,
⋃

j∈JW

TjJW ,

TJW
¯�±}¤?Îeª��~­�¨��s��±�¨���²'�s­�¨��s¤���«�¨d�6�nµ������e±�¨��C²$�~­�¨�®�¤C�� »²)�¬±��

JW
�

�Nl7mFnpo(q�o6r�nÊÉ�u ! �/'Ë� w | w {
~ x�w π : TJW → JW
x���w �>z:{�~:{����;z �7� �>~�» w � x ��~={­| w�� { w |[}?� π(γ) = j �?~=�

z={�� γ , (j, w) ∈ TjJW �
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γ , (j, w) ∈ TJW z:{�| w = (z, v) ∈ w � Ç ~=�@z:{�� u ∈ C∞
c (Ω,Rd) y � w | w {
~ x�w

〈γ , u〉 , σ2〈z, u〉2 + 〈j, div(u⊗ v)〉2 .
�(Í ~ x�w]x(� z x�x(��w �)� �&�#x8� z={
| � ��| w |7~ w?� {�~ x | w���w {
|K~:{ x(��w � � ~=��� w ~A� w ∈ w �.�! ¦7'ÄÇ ~:�
z:{��E�;�-{�� x ��~:{ γ : I → TJW

� ��w � w I � � zN� w z � ��{ x\w � � z � y � w
� z=� x�� z x γ � � � w z � �-��z7} �9w � �
π ◦ γ � � � w z � �-��z.} �9w �;��~=� I

x ~ JW z={�|1�?~=�@z:{�� u ∈ C∞
c (Ω,Rd) y 〈γt , u〉 � � � w z � �-��z.} �9w �;��~=�

I
x ~ R �

·^¨m�~���s�� ���«��~�©³�¨z°��� i�~ ���� ¡�����¨�ªa¨d¨��~­�¤C�
C1 �z���sÄ�¨hª j ¤���®� i��¤�±� »²H�s i��« t 7→ γt = (jt, wt)

�s�
TJW

ª~���R­��s­�¤Q�^²)�¬�k¤C±�±
u ∈ C∞

c (Ω, IRd)
d

dt
〈jt , u〉2 = 〈γt , u〉 ,

ª~���s­�¤Q�k i�k }ªn��¤Q�s���s¤�±;�~���e¨m°���¨ djt
dt , γt ∈ Tjt

JW
±�¨d¤��� i��«��s���s­�¨�²)���s®���±�¤

d

dt
〈jt , u〉2 =

〈

djt
dt

, u

〉

.
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Ìn­�¨���¨mÃ%�^ªa�~¨d¯��e²)�¬�^�����k·^ �¨m®�¤����� }¤C�¸�z���8ªU�s�~���z�~ ������e }ª��~��¯�±�¤¬�z¨�¤�®�¨m�~�s ����¬�
TjJW

²)�¬�k¤C±�±
j ∈ JW

�

¦�� ¦�� �Ko�l#¤¦¥�npn�o6¥�n*£�qL¨=²p³:q/²�¨=l�u
�Nl7mFnpo(q�o6r�nÏÎ�u Ç ~=�@z:{�� j ∈ JW y � w | w�� { w ~={ TjJW

x���w {
~=�)�
|γ|j , inf{ |w|W | (j, w) ∈ γ } .

Ìn­�¨� ��e°�®���®Í }ªk¤Q�~�s¤C ���¨h��¤C�g¤����� �Æ6��¨�¯t�� ��6����¤¬ª^ªU�R¤Q�~¨h�� i���~­�¨�²)�¬±i±��=�^ ���«�¯��~�¬¯8�6ªa i�~ ������
�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�n�s�u Ç ~:�@z={�� j ∈ JW z:{�|Kz={�� γ = (j, w) ∈ TjJW y � ��{�� w w � � zV� � ~ �Lw | � ��} �4� z7� w ~3� W yx(��w � wdw>¸ � �)x�� z^�-{�� � � w w ∈ W y | w {
~ x�w | p(γ) � ��� �Nx(� z x

p(γ) , argmin
w∈w

|w|W .

�@w {�� w y |γ|j , |p(γ)|W Ñ ~:� w ~ � w � y p � �g� ��{ w z:�8�;��~=� TjJW
x ~ W �

À ��~/~A�?� H% ����z¨ w  }ª$¤��m±i�6ªa¨�ªa��µ8ªa¯�¤¬�z¨��C² W �� »�3 }ª3ªa�-<��m i¨d�¬�0�s�������~¨��~­8¤Q�3 »²
p
 �ª$�s­�¨n���~�~­��¬«����8¤C±�¯��~�.,U¨d�_�s i�¬�

²)�s��®
W
�~�
E⊥

j

�e�~­�¨d�
p(w) = 0

²)�¬�k¤C�%Î
w ∈ Ej

ª~���~­�¤C�
p
�m¤C��µt¨�²j¤��_�s���s i½d¨d��¤�ª^¤�±� i��¨d¤C�^®�¤�¯

p
²)�s��®

W/Ej
�s�
E⊥

j

��¢k�=�]�e�¬��¨�¨d¤¬ªa �±iÎ��R­�¨d�;�eª��~­�¤C�
p(γ) ∈ w

¤������~­�¤C�
p(γ)

®� ��� �®� i½d¨dªn�s­�¨������s®¸� ut
C�¨ �m¤C�����=� �e¨z°���¨��s­�¨�«�¨d�e�e¨dª~ ����e }ªa�s¤C�8�z¨�µ8¨m�A��¨d¨m�+¤C�sµ� i�~�R¤C�sÎ�¯8�¬ i�6�sª

j0
�
j1
 i�

JW
µ%Î

dJW
(j0, j1) , inf

{

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

dj

dt

∣

∣

∣

∣

jt

dt | j ∈ C1Ò;Ó ([0, 1], JW ), j0 = j0, j1 = j1

}

,
! �dÀ$'

�^­�¨d�~¨
C1Ò;Ó ([0, 1], JW )

 �ª^�~­�¨ ª~¨z�k��²$¯� �¨d�m¨L�^ }ªa¨
C1 �m���~Ä¬¨dªn �� JW

�^­� }�R­�¤��~¨�ªa�~�R¤C �«�­6�a²)�¬���n¤C�R�e±�Î���¨z°���¨h�
²)�s��® �s­�¨©�e¨m°��� i�~ ���� �C²

C1 �z���~Ä¬¨dªd� Ìn­� �ª���¨z°��� i�~ ����  }ª��s­�¨+��ª~��¤C±k�e¨m°��� i�~ ���� ²)�¬��°��� i�~¨5�e �®�¨m��ª~ �����¤�±
·^ �¨m®�¤C���� �¤��+®�¤C�� i²)��±}��ªd��Ìn­�¨d�~¨� �ª���­��=��¨mÄ¬¨m�/��¤�®�¨d¤¬ªa���R¤Cµ� i±� »�UÎ� �ªsª~��¨.�tªa ����z¨� i�� }ªk���C�g�¬µ6Ä% �����ª�²)�s��®È�����
�e¨m°��� i�~ ����+�C²�¤�®�¨d¤¬ªa���s¤�µ�±i¨�¯�¤C�~­+ ��

TJW
���~­�¤C�

t 7→ |γt|π(γt)
 �ªk®�¨h¤�ª~���R¤Cµ�±�¨���Ìn­� �ªg �ªsª~��¨� �ªg¤����e�s¨dªsª~¨d�

 ����s­�¨���¨mÃ6�k¯��~�¬¯8�6ªa i�~ ����¸¡-�%�~­�¨�¯��~�%��²'�C²F�^­� }�R­�µt¨m ���«�¯��s�QÄ% ���¨d�� ��+¤C¯�¯t¨m�8�e »Ã Ê �
�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�nÆÂ�ugv�wLx

γ : [0, 1] → TJW } w zM� w z � �-��z7} �9w�� z x(� ��{ TJW �M� ��w { y p ◦ γ � � zM� w z � �-��z.} �9w� z x(� ��{ W z:{�| |γ|π◦γ � � z^� w z � �-��z.} �9w � w z � ��� z � � w |_�;�-{�� x ��~:{��
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Ω
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Ω
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∂Ω
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T > 0
�?�e¨m°���¨��s­�¨wª~¨z�

L1([0, T ],B)
¤�ª.�~­�¨wËn¤���¤��R­�ª~¯�¤��m¨3�C²e®�¨d¤�ª~���R¤Cµ�±�¨0²)�����z�~ �����ª

v : [0, T ] → B
ª~���R­��s­�¤Q�

|v|1,T ,

∫ T

0

|v|
B
dt <∞ .

H% �®� i±}¤C�s±iÎ7�
L2([0, T ],B)

�e¨d���C�s¨dª0�s­�¨�ck �±�µ8¨d�a��ª~¯�¤¬�z¨^�C²XªsÆ¬�8¤C�s¨� ��6�~¨d«��s¤�µ�±�¨�²)�����_�s i�¬��ªw�e¨m°���¨h���¬�
[0, T ]

¤C�8���R¤:�% i��«�ÄQ¤�±i��¨hªn i�
B
���^ i�~­��~­�¨������s®

|v|2,T ,

(

∫ T

0

|v|2
B
dt

)1/2

.

Ï��¬�
v ∈ L1([0, T ],B)

���z���8ªa }�e¨m���s­�¨dD�³gÂ
dy

dt
= vt(y) ,
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t → ϕt
ª~���R­¸�~­8¤Q���

²)���k¤�±i±
x ∈ Ω

�
ϕ0(x) = x

¤C�8�

ϕt =

∫ t

0

vs ◦ ϕs ds ,

C ­�¨d���s­�¨ �e¨d¯8¨d���e¨m�8�z¨��C²$�~­� �ªbO��=� ���
v
®���ªU�kµt¨�¨m®�¯�­8¤�ª~ i½d¨d���e i�k �ªg�e¨m�����~¨h��µ%Î
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|ºz ���

v ∈ L1([0, T ],B) y x���wÄÚ ÁaÛ �AÜ7Ü �º�>z:{Ý} w ��{ x\w\� ��z x�w |Ä~ � w � [0, T ] y z={
|J� x6� z �>� ~/�?��z x\w |@ÞS~ � ϕv � �d� ��� �x(� z x z x z ����x ��� w x→ ϕv
t � � z � ~:� w ~=�^~=� ��� � � �ß~A� Ω �

àÄr�q�¥-q/o�r�n�s�ugáa�;� �-� wgx�� z x B � � �;~={ x ��{���~:� �)� � w �^} w |.| w | C1
0 (Ω, IRk) y z={�|M��{ x ��~/|=��� w]x(��w �[z �

AT : L1([0, T ],B) → C(Ω, IRk)
v 7→ ϕv

T

� ��w { y x(��wg�Lw?x A1(L
1([0, 1],B)) � � ��� } w | w {�~ x\w | GB �

Ìn­�¨�²j¤¬�_�k�s­�¤Q�
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TJW
¤C�s¨w���� �Æ6��¨d±iÎ
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IRd �kÌn­�¨�¯��~�%�C²3��²$�s­� }ªg¯��s��¯t�¬ª~ i�~ ����

 }ªn¯8�6ªU�s¯8�¬��¨d���~��¤�¯�¯t¨m���e iÃ Ê �

�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�n¦Å�u_v�w?x
γ : [0, 1] → TJW } w z
� w z � �-��z7} �Bw�� z x�� ��{ TJW �d� ��w { y � � ∫ 1

0
|γt|2π(γt)

dt < +∞
z={
|��?~:�dz={�� u ∈ C∞

c (Ω×]0, 1[,Rd) y � wE� z � w ∫ 1

0
〈γt , ut〉dt = 0

x(��w { γ = 0 z.� w �
C�¨ �m¤C�����=�  i�6�~�s�e�e���m¨��s­�¨ ª~¯�¤��m¨

H1([0, 1], JW )
��²$�s¨m«¬��±}¤C�^�z���sÄ�¨hªm�

�Nl7mFnpo(q�o6r�ntç�u � wd� z:� x(� z x z � z x�� j ∈ C([0, 1], L2(Ω, IRd)) � � � w4� � � z:�@� � x���w � w^w>¸ � �)x�� zN� w z � �-��z7} �9w� z x(� γ : [0, 1] → TJW
� ��� �+x(� z x π(γ) = j y ∫ 1

0 |γt|2dt < ∞ z:{�|E�?~:�[z:{�� u ∈ C∞
c (]0, 1[×Ω,Rd) y � w� z � w − ∫ 1

0
〈jt, ∂u

∂t 〉2dt =
∫ 1

0
〈γt , ut〉dt � Ç ��~=� � ��~ � ~ � � x ��~={·è y x(��w�� z x(� γ � � �-{�� � � w?� �^| w6� { w |&éI� � ��{ �[x(��w

{�~ x z x ��~:{ ∂j
∂t , γt

� w_�$w?x�x���w ��{ x\w\� ��z x ��~={e}?� � z=� x6� �?~=�)�
� � z ¹
∫ 1

0

〈jt,
∂u

∂t
〉2dt = −

∫ 1

0

〈

∂j

∂t
, ut

〉

dt .
! �h¡.'

� w | w {�~ x\w H1([0, 1], JW )
x(��wg�Lw?x ~A�gz ����x(��w � w\� � � z=� � z x(�$� ��{ C([0, 1], L2(Ω, IRd)) �

�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�nÝÉ�u � w_� z � w C1([0, 1], JW ) ⊂ H1([0, 1], JW ) z={�|K};~ x(� | w6� {�� x ��~:{ � ~3� ∂j
∂t
�;~:��{��L��| w �

À ��~/~A�?� ª ¨m� j ∈ C1([0, 1], JW )
� Ìn­�¨m�s¨5¨zÃe }ªU�Rª

w = (v, z) ∈ C([0, 1],W )
ª~���R­ �s­�¤Q��²)���¸¤C�%Î

u ∈
C∞

c (Ω,Rd)
�
t→ 〈jt, u〉2

 �ª
C1 ¤C���

∂

∂t
〈jt, u〉2 = σ2〈zt, u〉2 + 〈jt, div(u ⊗ vt)〉2 .

¾�¨m�~�s¤� i��±iÎ7�
w ∈ L2([0, 1],W )

��§+���s¨m�QÄ¬¨m�/�8²)�¬� ¤C�%Î
u ∈ C∞

c (Ω, IRd)
¤C�8��¤��%Î

f ∈ C∞
c (]0, 1[, IR)

����¨
­�¤?Ä¬¨�µ%Î� ��6�~¨d«��R¤Q�~ �����µ%Î�¯�¤C�~� ! ��¨ �e¨m���C�~¨

f ′(t) ,
df
dt

'
∫ 1

0

〈jt, f ′(t)u〉2 =

∫ 1

0

f ′(t)〈jt, u〉2dt = −
∫ 1

0

f(t)
d

dt
〈jt, u〉2dt ,

ª~���s­�¤Q� ! �?¡.'g �ª��s�~��¨�²)���
u ⊗ f ∈ C∞

c (]0, 1[×Ω, IRd)
��Ìn­�¨��z�¬®�¯�±i¨m�~¨�¯��s�6��²�²)��±�±��=�kªgµ%Î+��ª~��¤C±3�e¨d��ª~ »�UÎ

¤C�s«���®�¨d�6�sªd� ut
C�¨��d¤C�s�~Î����º�^ i�~­�¤C�  i®�¯t���~�s¤C�6���~¨hªa��±i�_�^­� ��R­��R­�¤C�R¤��z�~¨m�s �½m¨dªk�~¨d«���±}¤C��¯�¤Q�s­�ªg ��

JW
��Ï��¬��¤�¯�¤Q�s­

v
 ��
L1([0, 1],B)

�-��¨���¨z°���¨�²)�¬�k¤C�%Î
s, t ∈ [0, 1]

ϕv
t,s , ϕv

s ◦ (ϕv
t )−1 .

�g×pl#r�¨=l#¤êÂ�u^áÈ� z x(� j : [0, 1] → JW � � � w4� � � z:� � � w)�4� �¦� � ��{ C1([0, 1], JW ) �º� � x���w � wNw>¸ � �)x�� w =

(v, z) ∈ L2([0, 1],W )
� � w)�4� � ∈ C([0, 1],W ) � � ��� �Äx�� z x

jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

À ��~/~A�?� Ìn­�¨�¯��s�%�C²$ �ªn¯t�¬ªa�~¯t����¨h���~��¤C¯�¯t¨m�8�e »Ã¸Ë ut
�g×pl#r�¨=l#¤ëÅ�u]v�w?x

j0 z={
| j1 } w ��{ JW �^� ��w { � wa� z � w

dJW
(j0, j1) = inf

{

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂t

∣

∣

∣

∣

jt

dt | j ∈ H1([0, 1], JW ), j0 = j0, j1 = j1

}

.
! �d¦$'
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À ��~/~A�?� ª ¨m� j ∈ H1([0, 1], JW )

µ8¨�¤��s¨m«¬��±�¤��k¯�¤C�~­+²)�s��®
j0
�s�
j1
¤����+±�¨z�

w ∈ L2([0, 1],W )
ª~���R­+�s­�¤Q�

wt = pjt(
∂j
∂t )

²)����¤C�%Î
t
��Ìn­�¨d�~¨ ¨mÃe �ªa�sª�¤�ª~¨dÆ6��¨m�8�z¨

(wn = (vn, zn) ∈ C([0, 1],W )
�
n ∈ IN)

ª~���R­+�~­8¤Q�
∫ 1

0 |wt − wn
t |2W dt→ 0

��³g¨m°���¨

jnt = j0 ◦ ϕvn

t,0 + σ2

∫ t

0

zn
s ◦ ϕvn

t,sds .

C�¨©«�¨m��²)�~�¬® �~­�¨m���s¨m® ¡ �~­�¤C�
jn ∈ C1([0, 1], JW )

� ¢g�=�]���m����ª~ }�e¨m�s i��«
w̃n , (ṽn, z̃n)

�^ i�~­
z̃n
t ,

zn
t + (j1 − jn1 ) ◦ϕvn

s,1

¤����
ṽn , vn ��¨�«¬¨z��²)�~�¬® �~­�¨d���s¨m® É ! ª~¨m¨�¤C¯�¯8¨d���e iÃ¸¾S'w�~­�¤C� w̃n ∈ C([0, 1],W )

�
 gª~ ���«��~­�¨d���s¨m® ¡�����¨��e¨h�e���m¨��s­�¤Q�k i² í̃ n  }ª^�e¨m°���¨d��µ%Î

í̃ nt = j0 ◦ ϕvn

t,0 + σ2

∫ t

0

z̃n
s ◦ ϕvn

t,sds ,

�~­�¨m� í̃ n ∈ C1([0, 1], JW )
¤���� í̃ n1 = j1

�8ck�=��¨mÄ¬¨m�/�
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂ í̃ n
∂t

∣

∣

∣

∣î̃ nt
dt ≤

∫ 1

0

|w̃n
t |W dt→

∫ 1

0

|wt|W dt

�^­�¨d�
n → ∞ �wÌn­�¨d�~¨m²)���s¨E��¨��e¨h�e���z¨��s­�¤Q� dJW

(j0, j1) ≤
∫ 1

0 | ∂j
∂t |jtdt

²)���k¤C�%Î��~¨d«���±}¤C�n¯�¤C�~­�²)�~�¬®
j0
�s�

j1
��Ï$ ���¤C±�±iÎ7��ª~ i���m¨

C1([0, 1], JW ) ⊂ H1([0, 1], JW )
��¨�«�¨m�n�~­�¨��s¨dª~��±i�d� ut

�Nl7mFnpo(q�o6r�n¦ï�u_v�wLx
j0, j1 ∈ JW � � w�� z=� x�� z x j ∈ C([0, 1], L2(Ω,Rd))) � � zd�
��{����
�9�?��{ �]�7w ~/| w?� ��� � z x��

�;��~:� j0
x ~ j1 � � j � � � w\� � � z=�@z:{�|

(

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂t

∣

∣

∣

∣

2

jt

dt

)
1
2

= dJW
(j0, j1) .

� w | w {�~ x\w GJW
(j0, j1)

x���w]�LwLx ~3� x���w �
��{����
�9�L��{ �[�$w ~/| w?� ��� � z x��#� �;�>~=� j0
x ~ j1 �

¶e�N¡e� �d×p¥-¨=¥�³:q/l7¨=o6ã.¥-q/o�r�nÏr�©1ä�l#r�åpl#£�o6³.£7u
¶e�N¡e����� À8� ~ x ~=� w?x �)���[~ ��x ���^z � � x �.�
�g×pl#r�¨=l#¤ðÉ�ufv�w?x

j0, j1 ∈ JW z={
| j ∈ GJW
(j0, j1) } w z]�
��{����
�9�L��{ �]�$w ~/| w?� ��� � z x�� �;��~=� j0

x ~ j1 � v�w?x
w = (v, z) ∈ L2([0, 1],W ) } w | w�� { w |@}L� wt , p(∂j

∂t ) �?~=�_z:{�� t ∈ [0, 1] �@� ��w { z ∈ C([0, 1], L2(Ω, IRd))

z={
|��?~:�dz={�� t ∈ [0, 1] � wa� z � w
zt = z0 ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ .
! �m¥#'

À ��~/~A�?� ª ¨m� j ∈ H1([0, 1], JW )
µt¨ ¤ ®� ��� �®� i½d i��« «¬¨m�e�e¨hªa }��²)�~�¬®

j0
�~�

j1
¤���� ±i¨m�

w = (v, z) ∈
L2([0, 1],W )

ªa�8�R­ �~­�¤C��²)����¤C�%Î
t ∈ [0, 1]

�
wt = p( dj

dt)
� Ï�����¤C�%Î

u ∈ C∞
c (]0, 1[×Ω, IRd)

��¤C��� ¤��6Î
ε ∈ IR

���e¨z°8��¨
í̃ t = j0 ◦ ϕv

t,0 + σ2

∫ t

0

(zs + ε
∂us

∂s
◦ ϕv

s,1) ◦ ϕt,sds .

H% ����z¨
t → (vt, zt + ε∂ut

∂t ◦ ϕv
t,1) ∈ L2([0, 1],W )

�p��¨�«¬¨z��²)�s��®�Ìn­�¨m�¬�~¨d®�¡��~­8¤Q� í̃ ∈ H1([0, 1], JW )
�

§+�¬�~¨d�QÄ�¨m�/� í̃ 0 = j0
¤C�8� í̃ 1 = j1

ªa���s­�¤Q�

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

djt
dt

∣

∣

∣

∣

2

jt

dt =

∫ 1

0

(

|vt|2B + σ2 |zt|22
)

dt ≤
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

d̃í t
dt

∣

∣

∣

∣

2

î̃ t
dt ≤

∫ 1

0

(

|vt|2B + σ2

∣

∣

∣

∣

zt + ε
∂ut

∂t
◦ ϕv

t,1

∣

∣

∣

∣

2

2

)

dt .

H% ����z¨
ε
 �ªk¤��~µ� »�s�s¤��~Î7�7��¨�«�¨z�

0 =

∫ 1

0

〈zt,
∂ut

∂t
◦ ϕv

t,1〉2dt =

∫ 1

0

〈zt ◦ ϕv
1,t

∣

∣dϕv
1,t

∣

∣ ,
∂ut

∂t
〉2dt.
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¾�­��%�¬ª~ ���«�¤C�sµ� »�s�s¤��~Î
u ∈ C∞

c (]0, 1[×Ω, IRd)
�7��¨^«¬¨z���s­�¤Q���s­�¨m�s¨^¨zÃe }ªU�Rª

z̃1 ∈ L2(Ω, IRd)
ªa�8�R­��s­�¤Q�

t
2o¤�� ¨¬�

��¨ ­�¤?Ä�¨
zt ◦ ϕv

1,t

∣

∣dϕv
1,t

∣

∣ = z̃1
�1ck¨d���z¨7�; »²

z̃t = z̃1 ◦ ϕv
t,1

∣

∣dϕv
t,1

∣

∣

�
��¨ ­�¤?Ä¬¨
z̃ ∈ C([0, 1), L2([0, 1], IRd))

¤C�8�
zt = z̃t t

2A¤�� ¨��3¢g�C�~¨��s­�¤Q�
z̃0 ◦ ϕv

1,0

∣

∣dϕv
1,0

∣

∣ = z̃1
ªa���~­8¤Q�

z̃t =
(

z̃0 ◦ ϕv
1,0

∣

∣dϕv
1,0

∣

∣

)

◦ ϕv
t,1

∣

∣dϕv
t,1

∣

∣ = z̃0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

¤C�8���s­�¨�¯��s�6��²' }ª^¨m�8�e¨d�X� ut

Ìn­� }ªn±i¨h¤���ª��s���~­�¨ ��¨z°��� i�~ ����

�Nl7mFnpo(q�o6r�nÈñ�u^á � w4� � � z:� � z x�� j ∈ H1([0, 1], JW ) � � �;z ���Bw |Tz � � w � �$w ~�| w)� ��� � z x(� � �Kz={
|e~={ � �­� � x(��w
�?~ ��� ~ � ��{ �Äw;� ��z x ��~={ � z:� wg� z x � �(�bw |Kz � �^~ �)xfw � w �)� � ��w � w ��{ t ¹







































jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

zt = z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

(vt, zt) = p

(

dj

dt

)

.

! �h¶7'

¶e�N¡e�N¡e� ¶�x ��|=�M~3� x���w ¾ w ~/| w?� ��� w;� ��z x ��~={��
Á ��� w � x ��~={
z � | w �)� � z x � � w?� ��{ L2 � �A� �~­� }ª�ªa¨h�_�s i�¬������¨��s�~Î¸�s�¸�m±�¤��~ i²)Î¸�~­�¨�±}¤�ªa��¨dÆ6��¤Q�s i�¬�5��²�ª~Î%ªa�~¨d® ! �?¶.')�
¤Q�n±�¨d¤�ªa�n i��ªa�¬®�¨�ª~ »�s��¤Q�s i�¬��ªw��²� ��¬�s¨m�s¨dªa�d�3Ìn­�¨��e 9<��m��±i�UÎ��z�¬®�¨hª�²)�s��® �s­�¨�²j¤��z���s­�¤Q�/�e����±�¨dªsª

jt
 }ªnªa®��%�C�s­

¨m������«¬­��%�~­� }ª^¨hÆ¬�8¤Q�~ ����¸�e�%¨dªn���C���� i��«�¨d��¨m�R¤C±4��ªa¯t¨d�m »²)Î�¤����� }Æ¬��¨��m���s�~¨hªa¯t���8�e¨m���m¨
zt 7→ vt

�
Ì'��µt¨�®����s¨�¯��~¨h�z }ªa¨7�%±i¨m�k��ªk¤C�8¤C±�Î6½d¨g�s­�¨ �z�¬���e i�~ ������~­�¤C�^²)���k¤�±i±

t
h

(vt, zt) = p

(

dj

dt

)

.

Ï��¬���~­� }ª^¯����s¯t�¬ª~¨.�#��¨�°��Rªa�n ��6�~�s�e�e���z¨�¤
��¨h¤:��Ä¬¨m�Rªa �������²��s­�¨ �e ��~¨h�_�~ ����8¤C±X�e¨m�s �Ä?¤C�~ �Ä�¨
dj.v

�^­�¨d�
j ∈ JW

¤C�8�
v ∈ B

�

�Nl7mFnpo(q�o6r�nÆò�uEv�w?x
j ∈ JW �

! �/'�� w | w6� { w@x(��w ~ ��w ��z x ~:� Dj : Dj → L2(Ω, IRd) }?�
Dj , { v ∈ B | ∃C, s.t. ∀u ∈ C∞

c (Ω, IRd), |〈j , div(u⊗ v)〉2| ≤ C |u|2 } ,

z={
|��?~=�@z:{�� v ∈ Dj y Dj.v � �]x(��w �-{�� � � w@wL�9w � w { x ��{ L2(Ω, IRd)
� ��� �Jx(� z x

〈Dj.v , u〉2 = −〈j , div(u⊗ v)〉2 ,

�?~=�@z:{�� u ∈ C∞
c (Ω, IRd) �! ¡.'�� w | w6� { w@x(��w z.|�»L~:��{ x ~ ��w ��z x ~=� Dj∗ : D∗

j → B
� ��w � w

D∗
j , { u ∈ L2(Ω, IRd) | ∃C, s.t. ∀v ∈ Dj |〈Dj.v , u〉2| ≤ C |v|B } ,

z={
| y �?~=�
z={�� u ∈ D∗
j y Dj∗ � �]x(��w �-{�� � � w@wL�9w � w { x ��{ Dj

� � � ~ � �-� w ~3� Dj � � ��� �Jx(� z x

〈Dj∗.u , v〉
B

= 〈u , Dj.v〉2
! �dÁ$'

�?~=�@z:{�� v ∈ Dj �
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�Vl#¤¦¥�¨/´NÅ�u � ��w�w�¸ � �)x�w {
� w ~3� Dj.v �;~=� w)� �;��~=� x(��w1w�¸7x�w { � ��~:{M~A� x���wb� ��{ w z=�
�?~=�)� u→ 〈j , div(u⊗ v)〉
�?~=� � �^~�~ x�� u ��{ x ~ºz+�;~={ x ��{���~:� �
� ��{ w z=���?~:�)�ó~:{ L2(Ω, IRd) �?~:� v ∈ Dj � Ç ~=� x(��w | w6� {�� x ��~:{�~A� x(��w
z.|A»L~=��{ x Dj∗ y x(��w z.|A»L~=��{ x � � �-{�� � � w?� �T| w�� { w |¦z � z:{ wL�9w � w { x ~3� Dj }L� w;� ��z x ��~:{ ! �dÁ7' �

Dj � � {�~ x
{ w � w?�>� z:�)� � �K| w { �Lw ��{ B �.�
Ï$ »Ã

j ∈ JW
�IC ¨ ®�¤?Î��R­8¤C�R¤��_�s¨m�s i½d¨g¨d±i¨d®�¨d�6�sª

v ∈ Dj
¤�ªn²)�¬±i±��=�kª ! ��¨ �e¨m�����~¨�­�¨d�~¨h¤Q²H�s¨m�

ϕv
.

�s­�¨EO��=�
¤�ªsª~�%�m �¤C�~¨h�M�^ i�~­��~­�¨ �m����ªa�s¤��6�^ª~¯t¨m¨d�

vt ≡ v
²)�¬�k¤C�%Î

t ∈ [0, 1]
�ô'

�g×pl#r�¨=l#¤õÎ�u � ��w � w � x ~=� ��wL� | v ∈ B } wL� ~={ �=�
x ~ Dj � �dz={
|Ä~={ � �K� � x���w � w^w�¸ � �)x�� z �L� ��z=� w ��{ x\w\� ��z.} �9w
�;�-{�� x ��~={ ξ : Ω → IRd � ��� �Nx(� z x

j ◦ ϕv
0,t(x) = j(x)

∣

∣dxϕ
v
0,t

∣

∣

−1
+

∫ t

0

ξ ◦ ϕv
0,s(x)

∣

∣

∣
dϕv

0,s(x)ϕ
v
s,t

∣

∣

∣

−1

ds .
! �?¹:'

� wa� z � w y ��{ � ��� � zK�>z �Lw�¹ Djv = ξ − jdiv(v) �
À ��~/~A�?� C�¨�°��sªa�^���C�s ��m¨��~­�¤C���� i² v ∈ B

�
−〈j , div(u⊗ v)〉2 =

d

dε

∫

Ω

〈

j(x) , u ◦ ϕv
ε,0(x)

〉 ∣

∣dxϕ
v
ε,0

∣

∣ dx =
d

dε

∫

Ω

〈

j ◦ ϕv
0,ε(x) , u(x)

〉

dx

Ê ªsª~��®� i��«��s­�¤Q� ! �?¹:'�­��¬±���ªL�e�s­�¨�±}¤�ªa�n¨mÃe¯��~¨hª~ª~ �����Î% �¨m±}��ª
d

dε

∫

Ω

〈j(x) , u(x)〉
∣

∣dxϕ
v
0,ε

∣

∣

−1
dx+

d

dε

∫

Ω

∫ ε

0

〈

ξ ◦ ϕv
0,s , u(x)

〉

∣

∣

∣
dϕv

0,s(x)ϕ
v
s,ε

∣

∣

∣

−1

dx

= −
∫

Ω

〈j(x) , u(x)〉div(v)dx +

∫

Ω

〈ξ(x) , u(x)〉dx = 〈ξ − jdiv(v) , u〉2
�^­� }�R­� �®�¯�±� i¨hªn�~­�¤C�

v ∈ Dj
¤C�8�

Djv = ξ − jdiv(v)
�

¾����%Ä¬¨m�Rªa¨d±iÎ7��±�¨z�
v ∈ Dj

¤C�8�
ξ = Djv + jdiv(v)

��Ï$ iÃ
u ∈ C1(Ω, IRd)

� ¾�����ª~ }�e¨m���s­�¨�²)�����_�s i�¬�

f
�k�e¨m°���¨d� �¬�

[0, 1]
µ%Î

f(t) =
〈

j ◦ ϕv
0,t , u

〉

2

��³�¨m���C�~¨ µ%Î í̃ (t) �~­�¨5±i¨m²H��­�¤���� �~¨d�~® �C² ! �?¹.')�k¤C�8�
g(t) = 〈̃í t , u〉2 �IC�¨�­�¤?Ä�¨

g′(t) = −
〈

j , udivϕv
0,t(x)v

∣

∣dxϕ
v
0,t

∣

∣

−1
〉

2
+
〈

ξ ◦ ϕv
0,t , u

〉

2
−
∫ t

0

〈

ξ ◦ ϕv
0,s

∣

∣

∣
dϕv

0,s
ϕv

s,t

∣

∣

∣

−1

, udivϕv
0,t
v

〉

2

ds

=
〈

ξ ◦ ϕv
0,t − í̃ tdivϕv

0,t
v , u

〉

2H% ����z¨
f(t+ ε) =

〈

j ◦ ϕv
t,t+ε , u ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣

〉

2

�-��¨�­�¤?Ä�¨
f ′(t) =

〈

Djv , u ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣

〉

2
=
〈

(Djv) ◦ ϕv
0,t , u

〉

2

Ìn­�¨d�~¨m²)���s¨.�e�z�¬®�¯��e�~ ���«��~­�¨� i�6�~¨d«��R¤C±;�C²'�~­�¨ �� »´;¨m�s¨m���m¨ ¤C������ª~ i��«��s­�¨ �e¨m°��� i�~ ����¸�C²
ξ
h

〈

j ◦ ϕv
0,t − í̃ t , u〉2 =

∫ t

0

〈

j ◦ ϕv
0,s − í̃ s , udivϕv

0,t
v
〉

2
ds ≤ |u|2 |v|B

∫ t

0

∣

∣j ◦ ϕv
0,s − í̃ s∣∣2 ds

Ì$¤:�% i��«��~­�¨�ªa��¯��~¨d®���® �C²X�s­�¨g±�¨z²H��2[­8¤C�����s¨m�s® �QÄ�¨m���z���6�s i�%���¬��ªa±�Î��� »´;¨m�s¨m�6�~ }¤Cµ�±i¨
u
�^ i�~­

L2 ���¬�~® ¨dÆ6��¤�±
�~�¸��Î% �¨m±}��ª

∣

∣j ◦ ϕv
0,t − í̃ t∣∣2 ≤ |v|

B

∫ t

0

∣

∣j ◦ ϕv
0,s − í̃ s∣∣2 ds�^­� }�R­� �®�¯�±� i¨hª ∣

∣j ◦ ϕv
0,t − í̃ t∣∣2 = 0

²)���k¤�±i±
t
� ut

Ê �¸ ��6�~¨m�s¨dªa�~ ���«��z�¬��ªa¨hÆ6��¨m���m¨��C²��s­� }ª^ �ª�h
�Gl#¤¦¤*¥es�u Ç ~:�@z={�� j ∈ L2(Ω, IRd) y ~:{ wE� z � j ∈ D∗

j z:{�| y �?~=� v ∈ Dj y
〈Djv , j〉2 = −1

2

〈

|j|2 , divv
〉

2
.
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À ��~/~A�?� �A���e¨d¨d����±i¨m� v ∈ Dj

��¾��¬��ªa }�e¨d�n�~­�¨�²)���8�_�~ ����

f(t) =

∫

Ω

∣

∣j ◦ ϕv
0,t(x)

∣

∣

2
dx

H% ����z¨
f(t) =

〈

|j|2 , |dϕt,0|
〉

2

��¨g­8¤?Ä�¨
f ′(0) = −

〈

|j|2 , divv
〉

2

�I �ªa ���«��%�¬���~­�¨��C�s­�¨m��­�¤C����¨zÃe¯��s¨dªsªa ����
! �Q¹:'�Î% i¨d±���ª

f ′(0) = 2〈Djv , j〉2
� ut

½ { x\w � � � w?x z x ��~={Æ~A� x(��wg� � w � �$w ~�| w)� ��� w;� ��z x ��~={ � � Ìn­�¨�¯��s��¯t¨m�~�UÎ©�s­�¤Q� w = (v, z) ∈ W
µt¨m±�����«6ª��~�

Ej
�

�^­� }�R­�ªa�s¤C�~¨hªn�~­�¤C�n²)���k¤C±�±
u ∈ C∞

c (Ω, IRd)
�

σ2〈z, u〉2 + 〈j, div(u⊗ v)〉2 = 0 ,

 }ª�¨hÆ6�� iÄQ¤�±i¨d�¬���~�
v ∈ Dj

¤C���
σ2z −Dj.v = 0

��¾����8ªa }�e¨m�����=��ª~��®�¨ �R¤C��«¬¨m�6��Ä¬¨d�_�s���
γ ∈ TjJW

�X¤����
ªa�~���eÎ��s­�¨�¯��~�¬¯8¨d�a�UÎ��~­�¤C���t²)����ªa�¬®�¨

w = (v, z) ∈ W
�;����¨�­�¤�ª

p(γ) = w
��Ìn­� }ªg �®�¯�±i �¨dª� ��©¯�¤C�~�~ }�z��±�¤��

�~­8¤Q����²)���k¤C±�±
(v′, z′) ∈ Ej

�
|v + v′|2

B
+ σ2 |z + z′|22 ≥ |v|2

B
+ σ2 |z|22 ,

�^­� }�R­� }ª0 ����s���~��¨dÆ6�� �ÄQ¤C±�¨m�6�0�~��h.²)���3¤�±i±
v′ ∈ Dj

� 〈v , v′〉
B

+〈z , Dj.v′〉2 = 0 .
Ìn­� }ª0 i®�¯�±� i¨hª$�~­�¤C�

z ∈ D∗
j¤C�8�¸�~­�¤C� 〈v , v′〉

B
+ 〈Dj∗z , v′〉

B
= 0 ,

ªa���~­�¤C�
v = −Dj∗z + γ⊥

���^­�¨m�s¨
γ⊥
 }ªk�s­�¨�¯��~�.,U¨d�_�s i�¬�©�C²

v
���6�s�

D⊥
j

�n¢g�C�s¨��~­�¤C�k�~­� �ªg���~�~­��¬«����8¤C±X�z�¬®�¯t����¨m�6���e�%¨dªk���C����¨m¯t¨m���+�¬���~­�¨��R­��� }�z¨���²
(v, z)

²)�s��® �~­�¨
¨dÆ6�� �ÄQ¤C±�¨m���m¨��m±�¤¬ª~ªn�e¨m°��� ���«

γ
! ­�¨m�8�z¨��~­�¨������s¤C�~ �����'z�pC�¨��~­%��ª�®�¤?Î��z�¬���z±����e¨��~­�¤C�

(v, z) = p(γ)
 i²$¤����

����±iÎ� i²
z ∈ D∗

j

¤����

v = −Dj∗z + γ⊥ .
Ìn­�¨�°��Rªa���z�¬���z±���ª~ i�¬�K��¨ ®�¤?Î��e�R¤&� ²)�s��®Í�~­� }ªk }ª^�s­�¤Q�/���^­�¨d��¨mÄ¬¨m�

Dj
 �ª��e¨m�8ªa¨  ��

B
�
vt
 }ª^���� �Æ6��¨d±iÎ

�e¨m�~¨m�s®� i��¨d��µ%Î
zt
¤C�����~­�¨��m�����e i�~ ����

(vt, zt) = p
(

dj
dt

) �3�o�^ �ª�«� �Ä�¨d��µ%Î
vt = −Dj∗t zt

��Ìn­� �ª� }ª��~�s��¨.�%²)�¬�
¨zÃ�¤�®�¯�±i¨7���^­�¨d�

jt ∈ H1(Ω, IRd)
¤C��¤C±�±��s i®�¨hªL�Xª~ i���m¨.�t i�©�~­� }ª��d¤�ª~¨

Djt = B
! ���C�s ��m¨ �~­8¤Q���;µ%Î��~­�¨d���s¨m®

¥��%�s­� }ª^ �ª^�~�s��¨�¤C±�����«�¤�«�¨d�%��¨dª~ ���¤�ª^ª~�%���¸¤�ª
j0
¤C���

j1
µ8¨d±i�¬��«��~�

H1(Ω, IRd)
'_�

ck�=��¨mÄ¬¨m�/�$�~­� }ª� �ª��������s­�¨¸«�¨m��¨m�R¤C±�ª~ i�~��¤C�~ ����.� Ê ª�¤�� ¨mÃe¤�®�¯�±i¨7�w�z�¬��ª~ ��e¨d���s­�¨¸�m¤�ª~¨V�^­�¨m�
j
 �ª��~­�¨

 ����e }�m¤Q�s���n²)���8�_�~ ����¸��²0¤�ª~��µt����®�¤C ��
Ω1
��²

Ω
�^ i�~­+ªa®��%�C�s­�µt��������¤C�sÎ��3�o²

v
 }ªk¤�Ä�¨d�z�~�¬��°8¨m±}���¬�

Ω
¤C�8�

u
 }ªk¤�ªa®��%�C�s­�²)���8�_�~ ����¸�¬�

Ω
����¨�­�¤?Ä�¨

〈j , divuv〉 =

∫

∂Ω1

u〈v , ν1〉IRkdσ1

�^­�¨d�~¨
ν1
 �ªk�~­�¨ �¬�e�A�n¤C�R�������s®�¤�±;�~�

∂Ω1
¤����

σ1
 �ªk�~­�¨�ª~���~²j¤��m¨�®�¨h¤�ª~���s¨����

∂Ω1
�^Ìn­� }ªk �®�¯�±i �¨dªk�~­�¤C�

djv
®�¤?Î�µt¨g }�e¨d�¬�s »°8¨d���s��¤ ª~ i��«���±}¤C��®�¨h¤�ª~���~¨�ªa��¯�¯8�¬�a�s¨d���~�

∂Ω1
�$�^­� }�R­��e�%¨dªw���C��µ8¨d±i�¬��«��~�

L2 ����±i¨hª~ª
 i�nÄQ¤��� �ª~­�¨hªm�3Ìn­%��ª��

Dj
�m����ª~ }ªU�Rª�¨mÃ�¤��_�s±iÎ���²�Ä�¨h�_�s����°�¨m±}��ªn���

Ω
�^­� }�R­�µt¨m±�����«��~�

B
¤C����­�¤?Ä�¨�ÄQ¤C�� }ª~­� i��«

���¬�~®�¤C±$�z�¬®�¯t����¨m�6�sªg���
∂Ω1

��Ï��¬�
a ∈ IRk ¤C��� x ∈ R

�X�e¨m�����~¨�µ6Î
Kxa

�~­�¨�¨m±�¨m®�¨m�6���C²
B
ª~���R­+�s­�¤Q�

〈Kxa , u〉B = 〈u(x) , a〉IRk

�kÌn­�¨d���
Kxν(x)

µt¨m±�����«6ª^�s�
D⊥

j

²)�¬��¤C�%Î
x ∈ ∂Ω

�8¤����+ª~���e�%¨dª�¤C�%Î�±� i��¨d¤C�
�z�¬®�µ� ���¤C�~ ������C²��s­�¨dª~¨�Ä�¨h�_�s����°�¨m±}��ªd�IC ¨ ª~¨m¨��s­�¤Q�k ����~­� }ªk�m¤¬ªa¨7�

D⊥
j

 �ªn���¬���~�s iÄ% }¤C±[�
Ìn­� }ª^�e }ª~�m��ª~ª~ ����� i®�¯�±� i¨hªn�~­8¤Q�n�~­�¨�¯��~¨L2[«¬¨m�e�e¨dª~ }���m�����e i�~ �����²)���k¤�¯8¤Q�~­�®�¤?Î�µt¨]�^�~ i�a�s¨m�































jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

zt = z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

zt ∈ D∗
j

¤����
vt −Dj∗t zt ∈ D⊥

jt
.

! �d¼$'
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Ìn­�¨hªa¨�¨dÆ6��¤C�~ �����ª^¤��~¨������g�z��®�¯�±�¨z�s¨�Î�¨z� !  i���s­�¨ ªa¨d��ª~¨��s­�¤Q�^�s­�¨mÎ��m¤������C�^µt¨ ªa�¬±iÄ¬¨d��²)�~�¬®Å�~­�¨� i�� i�~ }¤C±

ÄQ¤C±���¨dª
(j0, v0, z0)

'3ª~ i�8�z¨n�~­�¨mÎ�¯��~�QÄ% }�e¨n���� i��²)���s®�¤C�~ ����������~­�¨k�R­��� }�z¨n�C²
vt−Dj∗t zt

¤C�$�s i®�¨
t
! ����±i¨hª~ª��C²

�z�¬���Rªa¨
D⊥

jt
= {0} '_�IC�¨���¨m¨h���s��ªa¯t¨d�m »²)Î��s­�¨�®��%��¨���²'¯��s��¯8¤C«¬¤C�~ �������²��s­� �ª^ª~ ���«���±}¤C�^�m��®�¯8�¬��¨m�6�^¤C±�����«

¤�«¬¨m�e�e¨dª~ }�C�^Ìn­�¨�²)�¬±i±��=�^ i��«��z��®�¯����s¤Q�s i�¬�+¯��s�QÄ6 }�e¨hªk¤�­� ��6�g���+¯t�¬ªsªa �µ�±�¨g�n¤?Î%ª^�~��¤¬�R­� i¨dÄ�¨��s­� �ªd� Ê ªsª~��®�¨
�~­8¤Q�

j
 �ªn¯��s¨?2o«�¨d�e�e¨dª~ ���¤C�8�

(vt, zt) = p

(

dj

dt

)

�3�A��ª~���R­+¤��m¤¬ªa¨7�-��¨�­�¤?Ä¬¨

|zs|22 =

∫

Ω

|z0 ◦ ϕv
s,0|2|dϕv

s,0|2dx =

∫

Ω

|z0|2|dϕv
0,s|−1dy ,

¤C�8�

z0(x) =
1

σ2
(j1 ◦ ϕv

0,1(x) − j0(x))

∫ 1

0

|dϕv
0,s|−1ds .

Ìn­%��ª
∫ 1

0

|zs|22 ds =
1

σ4

∫

Ω

∣

∣j1 ◦ ϕv
0,1 − j0

∣

∣

2

∫ 1

0 |dϕv
0,s|−1ds

.

§©¤.�6 ���«��~­�¨ �R­�¤C��«¬¨���²$ÄQ¤��~ }¤Cµ�±�¨dª
y = ϕv

0,1(x)
Î6 �¨m±}��ª

∫ 1

0

|zs|22 ds =
1

σ4

∫

Ω

∣

∣j1 − j0 ◦ ϕv
1,0

∣

∣

2

∫ 1

0
|dϕv

1,0(x)ϕ
v
0,s|−1|dϕv

1,0(x)|−1ds
,

 �¨��
∫ 1

0

|zs|22 ds =
1

σ4

∫

Ω

∣

∣j1 − j0 ◦ ϕv
1,0

∣

∣

2

∫ 1

0 |dϕv
1s|−1ds

,

¤C�8���s­�¨�«�¨d�%��¨dª~ ���¨m��¨m�s«�Î� }ª^«� �Ä�¨d��µ%Î

∫ 1

0

|vs|2B ds+
1

σ2

∫

Ω

∣

∣j1 − j0 ◦ ϕv
1,0

∣

∣

2

∫ 1

0
|dϕv

1,s|−1ds
.

! �dÉ$'
C�¨��d¤C����µe�R¤C ���®��¬�~¨�¯��s¨d�z }ª~¨� ��e²)���s®�¤Q�s i�¬���¬���~­�¨�«�¨m�e�e¨hªa }��µ6Î�ªU�s���eÎ% i��«�ÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬��ªw��²��s­� �ªk¨zÃe¯��s¨dªsªa ����
�^ i�~­��s¨dª~¯t¨d�_���~�

v
�3Ìn­� }ª��^ i±�±8µt¨�­�¤C����±i¨h��µ8¨d±i�=�]�6������¨m�n¤�ª~®��%���~­���¨hª~ª�¤�ªsªa��®�¯��~ ������¬�

j0
��Ë�¨z²)�¬�~¨k�~­� }ªL�

��¨^��¨m¨h��ª~��®�¨n�����s¤Q�s i�¬��²)�¬�3�~­�¨^�~¨d¯��~�e�e�8�z ���«E��¨m�s��¨d±e���
B
�0Ìn­�¨dÎ@�^ �±i±�µt¨k��ª~¨z²)��±e�~­��s����«�­��¬�e�0�~­�¨k¯8¤C¯t¨m�h�

ö[w �){ w?�÷� �?~:� x���w ��{�{ w � � � ��~/|=��� x ~={ B �
�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�nJÎ�u � ��w � wfw>¸ � �)x6� zE�;~={ x ��{���~:� � ~ ��w �>z x ~=� K � � w?�4� � K∇ �E~={ L1(Ω, IRk)

� � w?�4� � L1(Ω, IR) � y� � x(� � z � � w?� ��{ B
� ��� �Jx(� z x y �?~:�dz ��� u ∈ L1(Ω, IRk)

� � w?�4� � u ∈ L1(Ω, IR) � y �?~=�
z ��� v ∈ B
¹

〈Ku , v〉
B

= 〈u, v〉2 ,

z={
|
〈K∇u , v〉B = −〈u, divv〉2 .

À ��~/~A�d~A� � �>~ � ~ � � x ��~:{¦ø.� ª ¨z� u ∈ L1(Ω, IRk)
�TH% ����z¨N��¨�¤�ªsª~��®�¨��~­�¤C�

B
 �ª��z�¬�6�~ ��6������ª~±iÎ�¨m®�µ8¨h���e¨h�

 ��
C1

0

�X�~­�¨�±� ���¨d¤���²)�¬�~®J����¨z°���¨h�5�¬�
B
µ%Î

v 7→ 〈u, v〉2
 }ª��z���6�s i�%���¬��ªL�Xµt¨d�d¤C��ª~¨ |〈u, v〉2| ≤ |u|1 |v|∞ .

Ìn­�¨d�~¨m²)���s¨.�6�~­�¨d�~¨�¨mÃ% }ªa�sª^¤����� }Æ6��¨�¨m±�¨m®�¨m�6�^ ��
B
���e¨d���C�s¨d�

Ku
��ªa���R­��~­8¤Q����²)���^¤C±�±

v ∈ B
h 〈Ku, v〉

B
=

〈u, v〉2
¤����¸�z�¬�¬�s i�%�� i�UÎ��z�¬®�¨dª�²)�s��® �s­�¨� i��¨dÆ6��¤C±� i�UÎ 〈Ku , v〉

B
≤ |u|1 |v|∞ ≤ cst |u|1 |v|B

�
Ìn­�¨�ªs¤C®�¨�¯��~�%��²'­��¬±���ª�²)�¬�

K∇
��ª~ i���m¨ |divv|∞

 }ªk¤C±}ªa���z�¬�6�~�s��±�±i¨h��µ%Î |v|
B

� ut
�o�g�m¤���µt¨��s¨m®�¤C�>��¨h���~­�¤C���e²)�¬�kªa®��%�C�s­

u
�
K∇u = K(∇u) �
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�Vl#¤¦¥�¨/´ÝÉ�u � ��w { j � �]� �^~�~ x��T�Aw4� � j ∈ H1(Ω, IRd) � y x(��w ~ ��w �>z x ~=� Dj∗ ��{ x ��~/|=��� w |[��{ x(��wf� � w � ��~=� �� z=��z � ��z ��� � �f� � � w {­}L� Dj∗z = K(dj∗.z) y ��{ � � ��� � dj∗ � �Ex���wa�)x z:{�|.z:��|[�^z x �)� ¸ z7|�»L~=��{ x ~3� dj � ½ {�| w>w | y� wE� z � w ��{ x(� � � �;z �Lw

〈z , Dj.v〉2 = 〈z , dj.v〉2 = 〈dj∗.z , v〉2 = 〈K(dj∗.z) , v〉
B
.

ù � z:��z.� x\w �)�9�/z x ��~={ � � x�� z � �[~/~ x(�ºw {�| � ~:��{ x � C�¨�ªa�~�8�eÎ��~­�¨�¨m´t¨h�_�^�C²0ªa®�¤C±�±;ÄQ¤C�s �¤C�~ �����ª� i� v
�����~­�¨�«¬¨m�:2

�e¨hªa }��¨d��¨m�s«�Î ! �hÉ7';�Q�����e¨m�'�~­�¨�¤����e »�s i�¬��¤C±6­%Î%¯8���~­�¨hªa }ªX�s­�¤Q�
j0 ∈ H1(Ω, IRd)

�$Ìn­%��ª��h°�Ã
h ∈ L2([0, 1],B)

�
¤C�8���m����ª~ ���¨m�n¤�¯t¨m�~�~���sµ�¤C�~ ����

v + εh
��²

v
�FC ¨��m��®�¯��e�s¨��s­�¨��z�¬�~�s¨dª~¯8�¬���e ���«�ÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬���C²'�~­�¨�«�¨d�e�e¨dª~ ��

¨m��¨m�s«�Î���Ìn­�¨�ÄQ¤C�s �¤C�~ ����©��²3�~­�¨�°��RªU���~¨d�~®	µt¨m ���«
2
∫ 1

0 〈vt , ht〉Bdt
����¨��m¤C�5²)�e�z��ª����5�~­�¨�ªa¨h�z�¬���¸�~¨d�~®J�

��¤�®�¨d±iÎ

Uε ,
1

σ2

∫

Ω

∣

∣j0 ◦ ϕv+εh
1,0 − j1

∣

∣

2

∫ 1

0
|dϕv+εh

1s |−1ds
dx .

Ìn­�¨�ÄQ¤C�s }¤Q�~ ����8ª���²
Uε ¤C�s¨�«� �Ä�¨d�� ���±�¨m®�®�¤�¡-�-�^­� ��R­� �ªk¯��~�QÄ¬¨d�� i�+¤C¯�¯8¨d���e iÃ�Âk�

�Gl#¤¦¤*¥­Â�u � wE� z � w y z x ε = 0 y
dUε

dε
= σ2

∫ 1

0

〈(

K∇(qvt |zt|2) +K(|zt|2 ∇qvt )
)

+ 2K([dϕv
t,0]

∗dϕv
t,0
j∗0zt), ht

〉

B
dt ,

! ¡CÀ7'

� � x(� qvt =

∫ t

0

|dϕv
t,s|−1ds .

C�¨��m¤����e¨h�e���m¨�²)�s��® �~­� }ª$�����0¤����e »�s i�¬��¤C±%�z�¬���e i�~ �����²)�¬�$¤g�~¨d«���±}¤C��¯�¤Q�s­ �~��µ8¨n¤k®� ��� �®� �½m ���«�«�¨d�%��¨dª~ ��.h
²)���k¤�±i®��6ªU�k¤C±�±

t ∈ [0, 1]
�

vt +
1

2
(KDv

t +K∇C
v
t )

B
= 0 .�^­�¨d�~¨

Dv
t , σ2 |zt|2 ∇qvt + 2[dϕv

t,0]
∗dϕv

t,0
j∗0zt ,

¤C�8�

Cv
t , σ2qvt |zt|2 .

�o�g®�¤?Î�µt¨  ��¬�s¨m�s¨dªa�~ ���«��~���R­�¨d�;���s­�¤Q�^�s­� }ªg�z�¬���e i�~ ����¸µt�� �±�ªk���=�^���s���~­�¨�����¨]��¨�­�¤?Ä�¨��¬µe�s¤� i��¨h��µ8¨m²)���s¨
²)���kª~®��%�C�~­��~�R¤=,U¨h�_�s���s i¨hªL�%��¤�®�¨d±iÎ

vt +K(dj∗t zt) = 0 .
�o��ª~�-<��z¨dª�²)�����~­� �ª �~�¸���C�s ��m¨��~­�¤C���'²)����¯��s¨?2o«�¨d�e�e¨dª~ ����~�R¤=,U¨h�_�s���s i¨hªL�

jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2ztq

v
t

¤C��� �~­8¤Q���
�^­�¨d�

zt
 }ª^ªa®��%�C�s­

KDv
t +K∇C

v
t = K(Dv

t + ∇Cv
t ) .C�¨����=� �e¨m°���¨�«�¨d�e�e¨dª~ ���¯�¤C�~­�ª ! ���C�k��¨d�z¨hª~ªs¤C�s �±iÎ�®� ��� i®� �½m ���«$'z�

�Nl7mFnpo(q�o6r�n±s-ú�udv�w?x
j0 ∈ H1(Ω, IRd) � á � w\� � � z:� � z x(� j ∈ H1([0, 1], JW )

�)x z:� x ��{ � z x j0 � � �;z ���9w |+z�$w ~/| w?� ��� � z x(� � �az:{�|^~:{ � �
� � x(��w � wgw>¸ � �)x�� w = (v, z) ∈ L2([0, 1],W )
� ��� �Vx(� z xGx���w �?~ ��� ~ � ��{ �Nw>� ��z x ��~={ �

z=� w]� z x � �(��w |Vz � �^~ �)xSw � w �)� � ��w � w ��{ t ¹


































jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

zt = z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

vt +K([dϕv
t,0]

∗dϕv
t,0
j∗0zt) +

σ2

2

(

K∇(qvt |zt|2) +K(|zt|2 ∇qvt )
)

= 0 ,

! ¡e�&'
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� � x(� qvt =

∫ t

0

|dϕv
t,s|−1ds .

Ìn­�¨hªa¨©¨hÆ6��¤Q�s i�¬��ª�¤C�s¨5�m��®�¯�±�¨z�~¨7h  »�V�^ �±�±�µt¨ ª~­��=�^�  �� ªa¨h�_�s i�¬� ¹ �~­�¤C�� ��� i�~ }¤C±��m������ »�s i�¬��ª
(j0, z0)

���� }Æ6��¨m±�Î�ª~¯8¨h�z i²)Î��~­�¨�ª~��±��e�s i�¬��ªm�$�o�^ �ªn ��6�~¨d�~¨hªU�s i��«��~���R­�¨h�;���~­�¤C�n«¬¨m�e�e¨hªa }�mª��6¤¬ªn�e¨z°���¨d�� i� ! ¡��/'�¤C±}ªa��¤C�s¨
¯��s¨?2o«�¨d�%��¨dª~ ��dªm�$Ï������~­� �ª��-��¨g°��RªU�nªa­��=� �s­�¤Q�/�6²)���^¤C±�±��s i®�¨hª

t
�
zt ∈ D∗

jt

�3¢k�C�s i��« �~­8¤Q���~­�¨�°��RªU�n¨dÆ6��¤C�~ ����
 �� ! ¡e�&'w®�¤?Î�¤�±�ª~��µ8¨]�^�s »�~�~¨d�

jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2ztqt

 i�k �ª^�m±i¨h¤C���~­�¤C�
Djt

= Dzt

��¤C���
zt ∈ D∗

zt

 �ªn¯��~�QÄ¬¨d�� ���±i¨d®�®�¤����3Ìn­�¨ ªs¤C®�¨�±i¨d®�®�¤�¤�±�ª~��¯��~�QÄ% }�e¨dª��~­�¨
²j¤��z�^�~­�¤C���e²)�¬�

w ∈ Dzt

�

〈zt , Djtw〉2 =
〈

zt , d(j0 ◦ ϕv
t,0)w

〉

2
+ σ2

〈

|zt|2 ∇qt , w
〉

2
− σ2

2

〈

|zt|2 , div(qvt w)
〉

¤C�8���~­� }ª. }ª.¨hÆ¬�8¤C±Q�s� −〈vt , w〉B
µ%Î��e¨m°��� i�~ ������C²

K
¤����

K∇
��C�¨3�s­6�8ª.��µ��s¤C ����~­�¨�²j¤��_���~­�¤C�

vt+Dj
∗
t zt ∈

D⊥
jt

¤¬ª��s¨dÆ6�� ��s¨d�X�
C�¨�ª~­�¤C±�±�¯��s�QÄ�¨�¨mÃe �ªa�~¨d���z¨ ��²wªa�¬±i���~ �����ªk²)����¤�µ��~�6¤��e¨d�g�z±}¤�ªsªk��²3¨mÄ��¬±i���~ ����+¨dÆ6��¤C�~ �����ª���¨mÃ%�~¨m�8�e i��«��~­�¨

�R¤C��«¬¨k�C²� ��� i�~ }¤C±tÄQ¤C±���¨dª
v0
��¾����8ªa }�e¨m�w�~­�¨��~¨d�~®

ut = K([dϕv
t,0]

∗dϕv
t,0
j∗0z0 ◦ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣)
�^­� }�R­�¤C¯�¯8¨h¤C�Rª

 ����s­�¨��~­� i�R��¨dÆ6��¤Q�s i�¬����² ! ¡e�&'_�IC�¨�­�¤?Ä�¨7�6±�¨z�~�~ ���«
ω0 = −dj∗0z0

��¤������%²)�¬�
w ∈ B

�

〈ut , w〉B =
〈

[dϕv
t,0]

∗dϕv
t,0
j0z0 ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ , w
〉

L2

=
〈

dϕv
t,0
j0z0 ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ , dϕv
t,0w

〉

L2

=
〈

ω0 , (dϕv
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

〉

L2

C�¨@�%���=�]�tµ6Î+¤�¯�¯8¨d���e iÃ ¾_�8�s­�¤Q�
ϕv

0,t

µt¨m±�����«6ªk�s�
Cp(Ω)

¤�ªgª~�%���5¤¬ª
B
 }ªg�z�¬�6�~ ��6������ª~±iÎ�¨m®�µ8¨h���e¨h�© ��

Cp
0 (Ω, IRk)

���^­� }�R­� i®�¯�±� i¨hªL�� i���~­� �ªk�d¤�ª~¨ ! �^ »�s­
p ≥ 1

'��s­�¤Q�
∣

∣(dϕv
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

∣

∣

p−1,∞ ≤ ¾�����ªa� |w|
B

�~­�¨��m����ªa�s¤��¬�$�e¨m¯t¨m���� i��«���� |v|1,B

�'Ë��e�$�~­� }ª$ i®�¯�±� i¨hªL�Q ����s���~���?�~­�¤C���C i²e�~­�¨
L2  i����¨m�$¯��s�%�����_�0 �ª'�s¨m¯�±}¤��m¨d�

µ%Î��~­�¨ ¤��_�s i�¬����²0¤��%Î��z�¬�¬�s i�%���¬��ª�²)�����z�~ �����¤�±6�
ω0
�e�¬�

Cp−1
0 (Ω, IRk)

���^­� ��R­J�^ �±i±.µt¨ �e¨d���C�s¨d�
(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

�~­�¨m�s¨�¨mÃe �ªa�sªk¤���¨d±i¨d®�¨m�6�^�C²
B
�e�s­�¤Q����¨�ªa­8¤C±�±.ªU�s i±�±��e¨d���C�s¨

ut
ª~���R­��~­�¤C�

〈ut , w〉B =
(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

C  i�~­��~­�¨hªa¨����C�s¤C�~ ������-��¨�®�¤?Î�²)���s®���±}¤Q�s¨
�Nl7mFnpo(q�o6r�nËs�s�uav�w?x

j0 ∈ L2(Ω, IRd) � v�w?x ω0 } w z^�;~={ x ��{
~=� �_� ��{ w z=�I�;�-{�� x ��~={�z � ~={ Cp−1(Ω, IRk) z={�|
z0 ∈ L2(Ω, IRd) � á � w\� � � z=� � z x�� j ∈ H1([0, 1], JW )

�)x z:� x ��{ � z x j0 � � x�� ��{�� x ��z � |=��� w � x ��~={ (ω0, z0) � �
�;z ���9w |Nz �$w { w �>z � �9� w | �$w ~�| w)� ���d� �@z:{�|V~:{ � � y �?~=�dz ��� u ∈ Dj0 y ~:{ wE� z �

(ω0, u) + 〈z0 , Dj0u〉 = 0 ,
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z={
| x(��w � wNw�¸ � �)x�� w = (v, z) ∈ L2([0, 1],W )

� ��� �·x(� z x_x(��w �?~ ��� ~ � ��{ �Tw;� ��z x ��~={ � z:� w^� z x � �(��w |+z � �^~ �)xw � w �)� � ��w � w ��{ t ¹






















































jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

zt = z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

vt − uv
t +

σ2

2

(

K∇(qvt |zt|2) +K(|zt|2 ∇qvt )
)

= 0 ,

∀w ∈ B 〈uv
t , w〉B =

(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

! ¡�¡7'

� � x(� qvt =

∫ t

0

|dϕv
t,s|−1ds .

·^¨h�m¤C±�±3�s­�¤Q�
�^­�¨m�
j0
 }ª�ª~®��%�C�~­��'�s­�¨��¬��±iÎ �R­��¬ ��m¨� �ª

ω0 = dj∗0z0
�3¤����  »²A�

z0
 }ª�¤�±�ª~�©ª~®��%���~­��$�~­�¨

ª~Î%ªa�~¨d® ®�¤?Î�µt¨]�^�~ i�a�s¨m�¸�����e¨d�n�~­�¨ ª~ �®�¯�±i¨�²)�¬�~®






























jt = j0 ◦ ϕv
t,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕv
t,sds ,

zt = z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣ ,

vt + σ2K(dj∗t zt) = 0 .

! ¡C¦$'

Ê ª�¤C� ¨zÃ�¤C®�¯�±�¨��C²n�s­�¨�������2oª~®��6���~­ ¤C¯�¯�±i }�m¤C�~ �����ªE��¨�­�¤?Ä¬¨� i� ®� ������0¤�ªsªa��®�¨��s­�¤Q�
j0
 }ª�¤¸µ� ���¤��~Î7�

¯�±}¤C��¨� �®�¤�«�¨7���^­� ��R­  �ª��~­�¨� ����e }�m¤C�~�¬�g²)���8�_�~ ���� �C²��~­�¨� i�6�s¨m�s i�¬����²�¤��m������¨d�_�s¨d�+�¬¯8¨d��ª~��µ�ª~¨z�/�
Ω1
��²

Ω�^ i�~­5ª~®��6���~­+µt�����8��¤C�sÎ
∂Ω1

�fC�¨ ­�¤?Ä¬¨ ªa¨d¨m�¸�s­�¤Q��¤��%Î�¨d±i¨d®�¨d�6�
w ∈ Dj0

ª~­�����±}�¸µt¨��s¤���«�¨d�¬�g�~�
∂Ω1

�
¤C�8���~­�¤C�g i�©�~­� }ªg�d¤�ª~¨.�

Dj0w = 0
¤����

D∗
j0

= L2(Ω, IR)
�fC�¨��s­�¨m�s¨z²)�¬�~¨�®�¤?Î¸�R­��%�¬ª~¨

z0
¤C�sµ� i�~�R¤C�s i±�Î� ��

L2 ��¤C��� (ω0, w)
ª~­�����±}��Ä?¤��� }ªa­�²)���

w ∈ Dj0

���^­� }�R­� }ª��~�s��¨7�e²)���^¨mÃe¤�®�¯�±i¨7�-�^­�¨m�
ω0
 }ªk�e¨m°���¨h��µ%Î

(ω0, w) =

∫

∂Ω1

〈w , ν1〉dσ1 ,

�^­�¨d�~¨
ν1
 }ª��~­�¨��¬�e�A�n¤C�R�����¬�~®�¤C±;�s�

∂Ω1
¤����

σ1
�s­�¨ ªa���a²j¤¬�z¨�®�¨h¤�ª~���s¨��¬�

∂Ω1
�

Á��1û1ü �)�z�X�����8����Ö­ 1�H���� _�(ý:�H���Ê�'�����'�����(�t�
Ìn­�¨���¨mÃ6�^�s­�¨m�¬�~¨d®Íªa�s¤Q�s¨dª��s­�¤Q�k®� ��� i®� �½m ���«�«�¨d�e�e¨dª~ ��dªn¤C±B��¤?Îeª�¨zÃe }ªU�^µt¨z�A��¨m¨m���A����¨d±i¨d®�¨m�6�sª^��²

JW
�

�g×pl#r�¨=l#¤êç�u^áa�;� �-� wKx(� z x B � � �;~=� � z7� x4� � w �^} w |7| w |·��{ C1
0 (Ω, IRd) y z={�| �9wLx j0, j1 ∈ JW �`� ��w {

GJW
(j0, j1) � � {�~:{ w � ��x �.�

À ��~/~A�?� ª ¨m� (jn)n∈N

µt¨g¤�®� ��� �®� �½m ���«�²j¤�®� i±�Î���²X¯�¤Q�s­�ª� ��
H1([0, 1], JW )

²)�s��®
j0
�~�
j1 þ ²)���w¤��6Î n ∈ IN

�
±�¨z�

wn
t , p(djn

dt )
ªa�©�~­�¤C�

(wn)n∈N

 }ª�¤+µ8�¬�����e¨h� ª~¨dÆ6��¨m�8�z¨� ��
L2([0, 1],W )

�­ k¯ �~�+�s­�¨�¨mÃ6�s�s¤¬�_�s i�¬�
�C²^¤¸ªa��µ�ªa¨hÆ6��¨m���m¨.����¨��m¤���¤¬ª~ª~��®�¨��~­�¤C�

wn �m���%Ä�¨d�~«¬¨dª_��¨h¤:�%±�Î¸�~�+¤ w∞  i�
L2([0, 1],W )

��Ë�Î ±i�=��¨m�
ª~¨m®� Z2A�z�¬�6�~ ��6�� »�UÎ7�-��¨�­�¤?Ä¬¨

∫ 1

0

|w∞
t |2W dt ≤ dJW

(j0, j1) .

Ë�Î�¤ �s i®�¨ �R­�¤���«�¨�¤C�s«���®�¨d�¬� ! �^­� ��R­� �ª^�m±�¤¬ª~ª~ }�m¤C±t ����s­�¨�¯��~�%��².�~­�¤C�^®� ��� �®� i½d i��«�«¬¨m�e�e¨dª~ }�mª��~�R¤?Ä�¨d±t¤C�
�z�¬��ªa�s¤C�6��ª~¯8¨d¨d���0ª~¨m¨ " É&%�'?�F��¨�®�¤?Î+²)���~�~­�¨m�s®��¬�~¨�¤¬ª~ª~��®�¨��~­�¤C� |wn

t |W
 }ª ���� »²)�¬�~®�±�Î5µt��������¨d��µ%Î.�0ª~¤?Î7�

dJW
(j0, j1) + 1

�©³g¨d���C�s i��«
wn = (vn, zn)

�0�m����ª~ }�e¨m�
j′t , j0 ◦ ϕ∞

t,0 + σ2
∫ t

0
z∞s ◦ ϕ∞

t,sds,
�^­�¨m�s¨

ϕ∞
 }ª��~­�¨NO��=�È¤�ªsªa�e�z }¤Q�s¨d� �s�

v∞ �ÊH% ����m¨ j′
 �ª�¤��s¨m«���±�¤���¯�¤C�~­��� »�� }ª�ª~�-<��z �¨m�6���~��¯��~�QÄ¬¨��s­�¤Q�

j′1 = j1
�
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ck�=��¨mÄ¬¨m�/�C i²

ϕn ��¨m�����~¨dª��~­�¨1O��=� ¤�ªsªa�e�m �¤C�~¨d�
�^ i�~­ vn �#��¨��%���=�]�C²)�s��® �~­�¨m���s¨m® É��¬�~­8¤Q� ϕn
1,0

�m���%Ä�¨d�~«¬¨dª
���� i²)���s®�±iÎ �~�

ϕ∞
1,0

ª~� �~­�¤C�
j0 ◦ ϕn

t,0 → j0 ◦ ϕ∞
t,0

 ��
L2(Ω, IRd)

� ¢k�=�]�n±�¨z�
u ∈ C∞

c (Ω,Rd)
�`C�¨

­�¤?Ä¬¨ ∫ 1

0 〈zn
s ◦ ϕn

1,s, u〉2ds =
∫ 1

0 〈zn
s , u ◦ ϕn

s,1

∣

∣dϕn
s,1

∣

∣〉2ds
�bH% ����z¨

u
­�¤�ªnµt�����8�e¨d�¸�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨hªL�8¤C������ª~ i��«

�~­�¨m���s¨m®¿É� �®�¯�±� i¨hª��~­�¨����� »²)�¬�~®¿�z���%Ä¬¨m�s«�¨m�8�z¨���²
ϕn

s1

�s�
ϕ∞

s1

�'¤C�8�©�s­�¨�¯8�¬ i�6�A�^ }ªa¨��m���%Ä�¨d�~«¬¨m���m¨��C²��~­�¨
�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨hª ! µt¨d�m¤���ª~¨��C²��s­�¨����� i²)���s®Íµt�������e¨d����¨dªsªn�C² |vn

s |B
'?����¨�­�¤?Ä¬¨

∫ 1

0

〈zn
s , u ◦ ϕn

s,1

∣

∣dϕn
s,1

∣

∣〉2ds−
∫ 1

0

〈zn
s , u ◦ ϕ∞

s,1

∣

∣dϕ∞
s,1

∣

∣〉2ds→ 0 .
! ¡C¥$'

§+�¬�~¨d�QÄ�¨m�/�¬²)�~�¬®Å�~­�¨]��¨d¤.���z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨d���z¨��C²
zn �~� z∞

����¨�«�¨m�
∫ 1

0

〈zn
s , u ◦ ϕ∞

s,1

∣

∣dϕ∞
s,1

∣

∣〉2ds→
∫ 1

0

〈z∞s , u ◦ ϕ∞
s,1

∣

∣dϕ∞
s,1

∣

∣〉2ds ,
! ¡�¶.'

ª~���s­�¤Q�n°��8¤C±�±iÎ 〈j1 − j′1, u〉2 = 0
²)���k¤C�%Î

u ∈ C∞
c (Ω,Rd)

�8cg¨m���m¨
j′ ∈ H1([0, 1], JW )

¤C�����~­�¨��~¨hªa��±i�^ �ª
¯��s�QÄ�¨h�X� ut

¹%�1� ���}���ÿk����.k��$�.�+¡��t�����¬�� ÈÖ¬��� ���.�·���8���'���L�(� ������k6���)�'�
C�¨�­�¤?Ä�¨7h

�g×pl#r�¨=l#¤ ï�uVáa�;� �-� wÄx�� z x B � � �;~={ x ��{���~:� �)� � w �^} w |7| w |¦��{ Cp
0 (Ω, IRp) �?~=� p ≥ 3 y x(��w { y �?~:�­z ���

T > 0 y x���w � wEw>¸ � �;x6� zg�-{�� � � w�� ~ � � x ��~={ (v, j, z) ~A� ! ¡��/' ~ � w � [0, T ] � � x(� ��{�� x ��z � � z � � w)� j0 ∈ H1(Ω, IRd) y
z0 ∈ L2(Ω, IRd) z={
| ω0 ∈ Cp−1([0, 1],Rk)′

� � ��w � w Cp−1([0, 1],Rk)′ | w {�~ x\w?�@x(��wdx ~ � ~ � ~ � ���;z � |:��z � ~3�
Cp−1([0, 1],Rk) � � x(�¦x���w {
~=�)� |ω| , sup|v|p−1,∞≤1(ω, v) � y � � ��� � �;~={ x ��{���~=� �)� �º| w���w {�| � ~={ x���w)�Lw
��{�� x ��z � �;~={�|:� x ��~:{ � �
¾����6�s i�%�� i�UÎ���²3�~­�¨�ªa�¬±i���~ ����

(v, j, z)
¤�ª�¤�²)�����z�~ ���� �C²

(j0, z0)
 �ª�®�¨d¤��¬��¤��d�z���R�e ���«��~�

H1(Ω, IRd) ×
L2(Ω, IRd)

���¬�~®�ª�²)���n�s­�¨� i�� »�s �¤�±��z�¬���e i�~ �����ª��
L2([0, T ],W )

2[�����s® ²)�¬�
(v, z)

¤����
C([0, 1], L2(Ω, IRd))

2
���¬�~®Å²)�¬�

j
�

¼��
	 �;�'��Ö+��Ö©�
�������X�� ��
Ì'��¯��~�QÄ¬¨�Ìn­�¨m���s¨m®	¹#����¨ ª~­��=� �s­�¨ ¨mÃ% }ªa�~¨m�8�z¨��C²3ª~��±��e�~ �����ª^²)���gª~­����~�^�~ �®�¨.�t¤C�����~­�¨m�+¨zÃ%�s¨m�����s­�¨m®

�~��¤�±i±X�s i®�¨¬��Ï' iÃ
T > 0

�3Ï����k¤�«¬ iÄ¬¨m�
v ∈ L2([0, T ],B)

�e±i¨m�
Ψ(v) ∈ L2([0, T ],B)

µ8¨ �e¨m°���¨h��µ%Î



























Ψ(v)t = uv
t − σ2

2

(

K∇(qvt |zv
t |2) +K(|zv

t |2 ∇qvt )
)

zv
t = z0 ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣

〈uv
t , w〉B =

(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

! ¡CÁ$'

Ì'��¨dªa�~ �®�¤Q�s¨��s­�¨ ª  i¯8ª~�R­� i�~½��z�%¨?<��m i¨d�¬���C²
Ψ
����¨� ��6�~�s�e�e���z¨

v, v′ ∈ L1([0, T ],B)
¤C��� �z�¬®�¯��e�~¨��~­�¨

ÄQ¤C�s �¤C�~ ������C²0¨d¤��R­��~¨d�~®Í i�
Ψ(v)t − Ψ(v′)t

��Ï$ »Ã
w ∈ B

�^ i�~­ |w|B = 1
�IC ¨�­8¤?Ä�¨

〈Ψ(v)t , w〉B =
σ2

2

〈

|zv
t |2 , qvt div(w)

〉

2
− σ2

2

〈

|zv
t |2 , dqvt w)

〉

2
+
(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

=
(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

+
σ2

2

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
qvt ◦ ϕv

0,tdiv(w) ◦ ϕv
0,t

〉

2

! ¡¬¹.'

− σ2

2

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
dϕv

0,t
qvt w ◦ ϕv

0,t)
〉

2
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C�¨�­�¤?Ä�¨

qvt ◦ ϕv
0,t(x) =

∫ t

0

∣

∣

∣
dϕv

0,t(x)ϕ
v
t,s

∣

∣

∣

−1

ds =

∫ t

0

∣

∣

∣
dϕv

0,s(x)ϕ
v
s,t

∣

∣

∣
ds =

∫ t

0

∣

∣dxϕ
v
0,t

∣

∣

∣

∣dxϕv
0,s

∣

∣

ds

±�¨z�a�s i��«
ξvs,t =

|dxϕv
0,t|

|dxϕv
0,s|

¤C���
λv

t (w) = (dϕv
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

�

〈Ψ(v)t , w〉B =
σ2

2

∫ t

0

〈

|z0|2 , (
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t −
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1 〈∇ξvs,t , λ
v
t (w)

〉

)
〉

ds+(ω0, λ
v
t (w))! ¡C¼$'

Ìn­� }ª^ �®�¯�±i �¨dª

|Ψ(v′)t − Ψ(v)t|B ≤ σ2

2
|z0|22 sup

{
∫ t

0

(

∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t −
∣

∣

∣
dϕv′

0,s

∣

∣

∣

−1

div(w) ◦ ϕv′

0,t

)

ds : |w|
B

= 1

}

+
σ2

2
|z0|22 sup

{
∫ t

0

(

∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1 〈∇ξvs,t , λ
v
t (w)

〉

−
∣

∣

∣
dϕv′

0,t

∣

∣

∣

−1 〈

∇ξv′

s,t , λ
v′

t (w)
〉

)

ds : |w|
B

= 1

}

+ |ω0| sup

{

∣

∣

∣
λv

t (w) − λv′

t (w)
∣

∣

∣

p−1,∞
: |w|B = 1

}

Ìn­�¨^¯��s��µ�±i¨d®  }ª0�~­%��ª3�s¨d�����z¨h���s���~­�¨g¨dªa�~ �®�¤C�~ ������C²;ÄQ¤C�s �¤C�~ �����ª��:�^ i�~­��s¨dª~¯8¨h�_�3�s�
v
�¬�C²

λv
t (w)

� ∇ξvs,t

¤����
�C² ∣
∣dϕv

0,s

∣

∣

−1
div(w)◦ϕv

0,t

�$Ìn­�¨mÎ� i�%Ä��¬±iÄ¬¨^�e »´;¨m�s¨m�6�s �¤�±�ª0��²
ϕv � ϕv′ ¤C���

w
��¯��s���~­�¨gªa¨h�z�¬�����e¨m«¬�~¨d¨��'Ìn­�¨

 ����z±���ª~ i�¬�5�C²
B
 i�
C3([0, 1], IRk)

¤����5¤�� ¤C¯�¯�±i }�m¤C�~ ���� �C²�±�¨m®�®�¤�ª ¹�¤C��� ���� i� �~­�¨�¤�¯�¯t¨m���e iÃ5�e ��~¨h�_�s±iÎ
±�¨d¤����~���s­�¨�¨dªa�~ �®�¤Q�s¨

|Ψ(v)t − Ψ(v′)t|B ≤ C
(

σ2 |z0|22 + |ω0|
)

|v − v′|1,T e
C′ max(|v|

1,T ,|v′|
1,T

)
,

! ¡CÉ$'
¤C�8��°��8¤C±�±iÎ

|Ψ(v) − Ψ(v′)|2,T ≤ C
√
T
(

σ2 |z0|22 + |ω0|
)

|v − v′|1,T e
C′ max(|v|

1,T ,|v′|
1,T

)

≤ CT
(

σ2 |z0|22 + |ω0|
)

|v − v′|2,T e
C′

√
T max(|v|

2,T
,|v′|

2,T
)
.

! ¦�À$'
Ìn­�¨d�~¨m²)���s¨.�

Ψ
 }ª
q
2 ª  �¯�ª~�R­� »�s½g�^ »�s­

q < 1
²)���

T
ª~®�¤C±�±'¨d������«¬­��8¤����¸ i�sª����� }Æ¬��¨ °�Ãe¨d�¸¯t�� ��6��Î% �¨m±}��ªg¤

���� }Æ6��¨ ª~��±��e�~ ������C² ! ¡��/'R��Ìn­� �ª^ }ª^ªa�s¤Q�s¨d��µt¨m±��=�]h
�Gl#¤¦¤*¥ÏÅ�u � ��w � w­w>¸ � �;x6� z x ��� w T > 0 | w\��w {
|=��{ � ~={ � �T~={ |z0|2 z={�| |j0|H1

� ��� �Ýx(� z x z·�-{�� � � w� ~ � � x ��~={e~A� ! ¡��/' w>¸ � �;x6� ~={ [0, T ]

C�¨����=� ª~­��=� �~­�¤C� �~­� �ª�ªa�¬±i�e�s i�¬� �m¤C� µt¨�¨zÃ%�s¨m���e¨h���~�©¤�±i±3�s i®�¨hªm�¸Ï��¬���~­� }ª�����¨�¯��s�QÄ�¨��~­8¤Q���~­�¨m�s¨
¨zÃe }ªU�Rª�¤ ���� �Æ6��¨+°�Ã%¨h� ¯8�¬ i�6��²)�¬�

Ψ
¤Q��¤C±�±k�s i®�¨hªm� ³g¨d���C�s¨©µ%Î

ΨT
�s­� }ª�®�¤C¯�¯� i��«T�^­�¨m� �e¨m°���¨d� �¬�

L2([0, T ],B)
��¾�±i¨h¤C�s±iÎ7�. »²

v
 }ª ¤�°�Ãe¨h�5¯t�� ��6� �C²

ΨT
�$ i�sª��s¨dªa�~�s ��z�~ ����5�~�

[0, S]
 }ª ¤�°�Ãe¨h�5¯t�� ��6� �C²

ΨS
�

Ìn­%��ª��C »²
T0
 }ª$�~­�¨^±�¤��~«¬¨dªa�

T
ªa���R­��~­�¤C�

ΨS
­�¤�ª0¤����� }Æ6��¨�°�Ãe¨d��¯8�¬ i�6�

vS  �� L2([0, S],B)
²)�¬�0¤��%Î

S < T
�

�~­�¨m��¨d¤��R­
vT ²)�¬� T < T0

 }ª�¤C� ¨zÃ%�~¨d��ªa ���� �C²
vS �^­�¨m��¨dÄ�¨m�

S ≤ T
�]C ¨��m¤�� ª~­��=� �~­8¤Q�

T0 = ∞ µ%Î
ª~­��=�^ i��«��s­�¤Q�/�¬ i²

T0 <∞ ���~­�¨d���¬�~­�¨d�~¨^¨mÃ% }ªa�sª
ε > 0

! ��¨m¯t¨m���e ���« �¬��±�Î����
T0
¤������~­�¨g i�� i�~ }¤C±8�z���8�e »�s i�¬��ª;'

ª~���R­©�s­�¤Q�/�;²)����¤C±�±
T < T0

�;�~­�¨m�s¨�¨zÃe }ªU�Rª�¤����� �Æ6��¨�¨zÃ%�~¨d��ª~ i�¬�©�C²
vT �~� [T, T + ε]

� Ï' iÃ5ª~���R­5¤
T þ �~­�¨

 }ª~ª~��¨���²�¨mÃ6�s¨m���� i��« ¤¸°�Ãe¨d��¯t�� ��¬���C²
ΨT

���
[T, T + ε]

�d¤C� µt¨��s¨m¯�­��R¤�ª~¨d��¤�ª�¤¸°�Ãe¨d� ¯t�� ��6��¯��s��µ�±�¨m®
²)����ª~®�¤�±i±��s i®�¨N�^ »�s­ �~­�¨�²)�¬±i±��=�^ i��«5�����s¤Q�s i�¬�.� Ï��¬�

v ∈ L2([0, T ],B)
¤C���

v′ ∈ L2([0, ε],B)
�w�e¨m°���¨

v∨ v′ ∈ L2([0, T + ε],B)
�e¨hÆ¬�8¤C±8�~�

v
�¬�

[0, T ]
¤C�8��¨dÆ6��¤�±��s�

(t 7→ v′(t−T ))
���

[T, T + ε]
�0�A�6�~�s�%�����z¨

�~­�¨�²)�����_�s i�¬�
Ψε : L2([0, ε],B) → L2([0, ε],B)

�e¨m°���¨d��µ%Î

Ψε(v)(t) = ΨT+ε(v
T ∨ v)(t− T ) .
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t > T
h

qv
T∨v

t = qv
T

1 + qvt−T ,

zt = zT ◦ ϕv
Tt|dϕv

Tt|−1 ��¤������~­�¤C�
〈uv

t , w〉B =
(

ω0, (dϕ
v
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

)

=
(

ω0, (dϕ
v
0,T )−1(dϕv

0,T
ϕv

Tt)
−1w ◦ ϕv

Tt ◦ ϕv
0,T

)

=
(

ωT , dϕ
v
Tt)

−1w ◦ ϕv
Tt

)

�^ i�~­
(ωT , w) =

(

ω0, (dϕ
v
0,T )−1w ◦ ϕv

0,T

) �'�o�0 �ª0�m±i¨h¤C�'�~­�¤C�'�s­�¨^ªU�s���eÎ��C²
Ψε �m¤���²)��±�±i�=� ¨mÃ�¤��_�s±iÎ��s­�¨�±i ���¨dª

�C²t�~­�¨gªU�s���eÎ��C²
ΨT

�¬Î6 �¨m±}�e ���« ¤����� }Æ6��¨^°�Ãe¨h��¯t�� ��6�w i²
ε
 �ªwªa®�¤C±�±�¨d������«¬­��C�s­�¨gª~ i½d¨^�C²X¤��e®� }ª~ª~ �µ�±i¨

ε
µ8¨d i��«

�z�¬�6�~�s��±�±i¨h�©µ%Î+�~­�¨
L2 2o���¬�~®�ª��C² zT

¤���� �~­�¨������s®£�C²
ωT

¤�ª�¤¸±� i��¨d¤C��²)�¬�~®£�¬�
Cp−1

0 (Ω, IRk)
��Ìn­�¨dª~¨

���¬�~®�ª��m¤C�� i���~���s��µt¨�µ8�¬�����e¨h��µ%Î��~­�¨
L2 2[�����s®�ªw�C² z0 ¤C�����~­�¨����¬�~® �C² ω0

�%�s¨dª~¯8¨h�_�s iÄ¬¨m±�Î.�6®���±i�~ �¯�±� i¨h�
µ%Î�¤��m���6�~ ��%������ª�²)���8�_�~ ����+��²

max

(

∣

∣

∣
ϕvT

0,T

∣

∣

∣

1,∞
,
∣

∣

∣
ϕvT

T,0

∣

∣

∣

1,∞

)

��Çw�~�QÄ% ���«��~­�¤C�^�~­� }ªk }ª^���� i²)���s®�±iÎ�µ8�¬�����e¨h�

²)���
T < T0

�e �ª��s­�¨m�s¨z²)�¬�~¨�ªa��<��m i¨d�6���s��«�¨z���~­�¨ �z���6�s�s¤¬�e ��z�~ ����M��¨�¤C �®Í¤Q�/�%�~­�¤C�^ �ª��s­�¤Q�n�~­�¨�ª~��±��e�s i�¬���m¤��
µt¨����� }Æ¬��¨m±�Î�¨zÃ%�s¨m���e¨h��µt¨mÎ¬�����

T0
�

H%����¨mÄ¬¨m�sÎ6�~­� ���«¸�~¨d±i �¨dª��¬� ¯��~�QÄ% ���«��~­�¨����� »²)�¬�~®¿µ8�¬�����e¨h�e��¨hª~ª���²
ϕvT

0,T

�
ϕvT

T,0

¤C��� �~­�¨m ����e¨m�s �Ä?¤C�~ �Ä�¨hª
�QÄ�¨d�

Ω
�3Ë�Î�±�¨m®�®�¤�ª^¹�¤�����É��¬�~­�¨dª~¨�Æ6��¤C�6�s »�s i¨hª�¤��~¨kµt�������e¨d��µ6Î�²)���8�_�~ ����8ª���² ∣

∣vT
∣

∣

1,T

�eª~���~­�¤C�b��¨k­�¤?Ä¬¨
�~�¸¯��s�QÄ�¨��~­�¤C���~­�¨hªa¨��d¤C�5µt¨�µt��������¨d� ���� i²)���s®�±�Î© ��

T
���o� ­��=��¨mÄ¬¨m��ªa�-<��m¨dª��~�¸��ª~¨��~­�¨�²j¤��z���~­�¤C�

vT

ªs¤Q�~ }ªa°�¨dª�¤�«¬¨m�e�e¨hªa }�n¨dÆ6��¤C�~ ������6¤C�����~­8¤Q�w«¬¨m�e�e¨dª~ }�mª$�~�R¤?Ä�¨d±�¤Q�w�m����ªa�s¤��6�wªa¯t¨m¨h�X�3§+���s¨n¯��~¨h�z }ªa¨d±iÎ7�¬�e¨m°��� ���«��
²)���

t ≤ T < T0
�

ψt =
∣

∣vT
t

∣

∣

2

B
+ σ2 |zt|22 .��¨�­8¤?Ä�¨ ! �s¨d�d¤C±�±8�s­�¤Q�^�s­� }ªk�e�%¨dªn�����g�e¨m¯t¨m�8���¬�

T
¤�ª^ª~�%���¸¤�ª

T ≥ t
')h
ψt ≡ ψ(0)

ª~���~­�¤C�

∣

∣vT
∣

∣

1,T
≤ Tψ(0)

²)����¤C±�±
T
�$�o�� }ª���¨d±i±924�%���=�^���s­�¤Q� �d��{����d�9�L��{ � «¬¨m�e�e¨dª~ }�mª3­�¤?Ä¬¨g�z�¬��ªa�s¤C�6�wª~¯8¨d¨d���%µ�������¨k®���ªa���R­�¨d�;���~­�¤C�

�~­� �ª3¯��~�¬¯8¨d�a�UÎ �s¨m®�¤� i��ª$�s�~��¨n²)���w¤�±i±%�s­�¨gª~��±��e�~ �����ª0��² ! ¡�¡7'_�0Ìn­� }ª3 �ª�¯��~�QÄ¬¨d�� i���s­�¨k¤C¯�¯t¨m�8�e »Ã��6¤C����ªa�s¤Q�s¨d���
²)���n²)���a�s­�¨m�^�s¨z²)¨d�~¨d���z¨7�e i���~­�¨���¨zÃ%�k±�¨m®�®�¤�h
�Gl#¤¦¤*¥ÄÉ�u ½ � (j, v, z) � � z � ~ � � x ��~={+~3� � � �;x�w � ! ¡�¡7' ~={ [0, T [ y x(��w { |vt|2B + σ2 |zt|22 � � �;~={ �)x z={ x � � x��
� w?�4��w � xGx ~ x ��� w �
Ì'��¯��~�QÄ¬¨��s­�¨��z�¬�¬�s i�%�� i�UÎ5��²w�s­�¨�ª~��±��e�~ �������±i¨m�

(v, j, z)
¤C���

(v′, j′, z′)
µt¨��A���+ª~��±��e�~ ����8ª��C²�ª~ÎeªU�s¨m®

! ¡¬¡.'F�^ i�~­� ��� i�~ }¤C±;�z�¬���e i�~ �����ª
(ω0, z0)

¤����
(ω′

0, z
′
0)
�s¨dª~¯8¨h�_�s iÄ¬¨m±�Î��� �ªa ���«��¬ ���¯�¤C�~�~ }�z��±�¤��3�~­�¨��z��®�¯����s¤Q�s i�¬�

±�¨d¤��� i��«�²)�s��® ! ¡C¼$'��s� ! ¡�É7';�� i�k }ª^���C�n�s���e Z<��m��±»�^�s����µe�R¤C ����s­�¨�¨dªa�~ �®�¤Q�~¨

|vt − v′t|B ≤ C

(

|ω0 − ω′
0| +

σ2

2

∣

∣

∣
|z0|2 − |z′0|

2
∣

∣

∣

)

eC|v|
1,T

+C
(

σ2 |z′0|
2
2 + |ω′

0|
)

|v − v′|1,T e
C|v′|

1,T .

Ê ª[��¨
,U��ªa��­�¤?Ä�¨¸ªa­��=�^��� |v|1,T = T |v0|B
��¤���� �s­� }ª� �ª�ª~®�¤C±�±i¨d� ! ��¯ �~� ¤����� �Ä�¨d�sªs¤C±�®���±i�~ �¯�±� ��d¤Q�s iÄ¬¨

�z�¬��ªa�s¤C�6�)'��s­�¤C� |ω0|
ªa���~­8¤Q�

|vt − v′t|B ≤ C

(

|ω0 − ω′
0| +

σ2

2

∣

∣

∣
|z0|2 − |z′0|

2
∣

∣

∣

)

eCT |ω0|

+C
(

σ2 |z′0|
2
2 + |ω′

0|
)

|v − v′|1,T e
CT |ω′

0| .
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º��s���#��¤�±i±45 ªg±�¨m®�®�¤����=� ¤C±�±i�=�kª���ª��~�+�m�����m±i����¨��s­�¤Q�/�X²)����ª~��®�¨��m����ªa�s¤��6�
C
�^­� ��R­�®�¤?Î+���=���e¨m¯t¨m�8�

���
T, |ω0| , |ω′

0| , |z0|2
¤���� |z′0|2

�

|vt − v′t|B ≤ C

(

|ω0 − ω′
0| +

σ2

2

∣

∣

∣
|z0|2 − |z′0|

2
∣

∣

∣

) ! ¦��&'
É���j ���� 1k��Ä�;�'�������H��k%�X���d�H�

H1

C�¨w���=� �m����ª~ ���¨m�'�~­�¨�Æ¬��¨dªa�~ ������=�^­� }�R­ ®��C�s iÄQ¤C�~¨d� �~­� }ª$¯�¤C¯t¨m�/�?�C²��^­�¨z�~­�¨m�'�~­�¨�¯��s¨mÄ% i�¬��ª��m����ªa�~�s���z�~ ����
�z�¬��±}��µt¨^��ª~¨d��¤�ª3¤C�� ����e¨zÃe ���« �e¨dÄ6 }�z¨�²)�¬���R­�¤C�R¤��z�~¨m�s �½m ���«k�s­�¨^�e¨z²)�¬�~®�¤Q�s i�¬��ª3¤C�8��ÄQ¤C�s }¤Q�~ ����8ª'��²t¤����¬µ-,U¨d�z�
�s¨m±}¤Q�~ �Ä�¨d±iÎ��s��¤�¯��~���~���UÎ6¯t¨��
Ï$ »Ã ¤C�  �®�¤C«¬¨

j0 ∈ H1(Ω, IRd)
��Ìn­�¨5�z�¬®�¯��e�s¤C�~ �����¤�±i±�Î ª~ �®�¯�±i¨hªU�V�n¤?Î �s� �e¨hª~�m�~ �µ8¨ ¤C�  �®�¤�«�¨

j
 �� ¤¸��¨m �«�­%µt���s­��%�%����²

j0
 }ª µ%Î5�~­�¨��� »´;¨m�s¨m���m¨

j − j0
�Äck�=��¨mÄ¬¨m�/�.����¨��m¤C�����C� µt¨�ªs¤Q�~ }ªa°�¨d�e�^ i�~­ �s­� �ª

�s¨m¯��s¨dª~¨m�6�s¤C�~ ����J�^­� }�R­©�R¤:��¨hªk����¤��d�z�����¬���C²3�~­�¨�®�¨z�s�~ }�g��¨�­8¤?Ä�¨ ¯�±}¤��m¨d�+�¬�
JW
� Ê ®��¬��«�±��e�m¤�±'�R­�¤��a�Rª

�s¨m±}¤Q�~¨h���~���~­�¨�®�¨m�~�s ��.�;�����s®�¤C±��m�6�¬�s�� i��¤C�~¨hªk���©¤�·^ �¨m®�¤C���� �¤��+®�¤��� i²)��±}�©¤C�s¨ �R¤��e }¤C±�O8¤Q�s¨m�� ���«¬ªg�C²3�s­� �ª
®�¤C�� i²)��±}�����6�~�� »�Rª$�s¤C��«�¨m�6�3ªa¯8¤��z¨7�Q i���~­�¨nª~¨m�8ªa¨��~­8¤Q�0�s¤¬�e �¤�±%±i ���¨dª$ ����s­� }ª3ªa¯�¤¬�z¨n�z�¬�~�s¨dª~¯8�¬����ª��~��«�¨d�%��¨dª~ ��dª
�����s­�¨�®�¤C�� i²)��±}�X��Ìn­�¨mÎ�¯��s�QÄ6 }�e¨�¤¸Ä�¨d�~Î5¨?<��z �¨m�6��±� i��¨d¤C���s¨m¯��~¨hªa¨d�¬�R¤Q�s i�¬� ��²��s­�¨�®�¤C�� i²)��±}���0¤C��� ��²� i�sª
®�¨z�s�~ }�C�0Â3Ãe }ªU�s¨m���m¨g�C²�ª~���R­��m�%���R�e i�8¤Q�~¨hª3 }ª�¤�ªU�R¤C����¤��s���s­�¨m�¬�~¨d®  ���°��� »�s¨��e �®�¨m��ª~ �����ª��6¤������¬���w¯����~¯t�¬ª~¨
 }ª��~���R­�¨h�;��­��=� ®����R­¸�C²��s­� }ª^�~¨hªa��±»�^�s¨m®�¤C ���ªnÄQ¤C±� ��� ��¸�����n ��e°��� i�~¨��� i®�¨m�8ªa �����¤�±;²)�s¤�®�¨L�����>�t�
�A���~­�¨�¯��s¨mÄ% �����ªnª~¨d�z�~ �����ª��e¤C�����~­�¨d�n�d¤C���� ���¤C�~¨�²)���^±��e�m¤�±;�m�%���R�e i�8¤Q�~¨hª�­�¤�ªn¨d®�¨d�~«¬¨d���#�^­� }�R­��~���s��ªn�����

�~��µ8¨��z±��¬ª~¨m±�Î¸�~¨d±�¤C�~¨h� !  i�� }ª� i�5²j¤��_���e��¤�±ÿ'^�~�������s®�¤C±$�z�%���R�e ���¤Q�s¨dªd�1C�¨�­�¤?Ä¬¨�¯��s�QÄ�¨h���~­�¤C���;²)����¤�°�Ã%¨h�
j0 ∈ H1(Ω, IRd)

�X�¬��¨��d¤C�5¤¬ª~ª~�e�z }¤Q�s¨ �~�¸¤C�%Î
z0 ∈ L2(Ω, IRd)

¤����� }Æ6��¨�ªa�¬±i�e�s i�¬�©�C²�ªaÎeªa�~¨m® ! ¡e�&'_�]C�¨
 ��¬�s�~�e�e�8�z¨��~­�¨�²)�����z�~ �����h

Mj0 : L2 → L2 ���^­� }�R­ ¤�ªsª~ i«¬��ª��~� z0 ∈ L2 �~­�¨g«a i®�¤�«�¨)¬ j1
�^­�¨m�s¨

jt
 }ª��~­�¨

ª~��±��e�~ ������C² ! ¡��/'�¤Q�n�~ �®�¨
t
�

Ìn­�¨�²)��±�±��=�^ i��«��s­�¨m�¬�~¨d®Íªa­��=�kªw�s­�¤Q�
Mj0

ªa­8¤C�s¨dªnªa�¬®�¨�²)¨h¤Q�s���~¨hªn�C²0±i�e�d¤C±.�z�%�¬�s�e ���¤C�~¨dª��¬�
JW
�

�g×pl#r�¨=l#¤ ñ�u^v�w?x
BH1 (0, ε) | w {�~ x\wJx(��w ~ ��w {Ë};z ��� ��{ H1(Ω, IRd) �;~:{ x z=��{���{ � z ��� z0 ∈ H1(Ω, IRd)� ��� �Äx�� z x |z0|H1 < ε �^� ��w { y �?~:�@z ��� j0 ∈ H1(Ω, IRd) y x���w � wdw>¸ � �;x6� ε > 0

� ��� �Jx(� z x Mj0 � w)�)x �)��� x�w | x ~
BH1 (0, ε) � � �>~:{ x ��{���~:� � z:{�|V~:{ w � x ~ � ~={ w ~:{ x ~^� x6� ���^z �$w y w>� �-� �.��w | � � x(�ºx���w L2 � x ~ � ~ � ~ � �.�
À ��~/~A�d~A� x(��w ~=� w ��
7� ¾����6�~ ��%�� »�UÎ¸��² Mj0 : L2(Ω, IRd) → L2(Ω, IRd)

 �ª�¤��z�¬��ªa¨hÆ6��¨m���m¨���²��~­�¨d���s¨m®�¹#�
¤C�8�  i� �s�~ �Ä% �¤�±i±�Î© �®�¯�±i �¨dª��s­�¨��m���6�~ ��%�� »�UÎ �C²��~­�¨��s¨dªa�~�s }�_�~ �����h

Mj0 : H1(Ω, IRd) → L2(Ω, IRd)
²)�¬���~­�¨

H1(Ω, IRd)
�~�¬¯8�¬±i�¬«�Î¬��C�¨ ªa­��=� �~­8¤Q�^�~­� �ª^®�¤�¯� }ª^����¨��s������¨� ��¸¤���¨d i«¬­%µ8�¬�~­��%�e���C²$À��IC ¨�°8�sªa�^­�¤?Ä�¨

�Gl#¤¦¤*¥dÎ�u�v�wLx
j0, z0, z̃0 ∈ H1(Ω, IRd) y � � x(� max(|z0|H1 , |z̃0|H1) ≤ 1 � Á w {�~ x�w ṽ

x(��wbx ��� w � | w���w {
| w { x� w � x ~=� �bw?� |Jz � ~={ �Nx���wg� ~ � � x ��~:{e~3� ! ¡��/' � � x(� ��{�� x ��z � �;~={�|:� x ��~:{ (j0, z̃0) �J� ��w { y x���w � w[w>¸ � �;x zJ�;~={ �)x z={ x
C z={
|Vz1�;�-{�� x ��~:{ ε � � ��� � ~:{ � �V| w\��w {
|K~:{ j0 y � ��� �Jx(� z x y �?~:� t > 0

¹
∣

∣(Mj0(tz̃0) −Mj0(tz0)) ◦ ϕṽ
0,t − t[σ2(z̃0 − z0) + dj0K(dj∗0 (z̃0 − z0))]

∣

∣

2
≤ Ct |z̃0 − z0|2 ε(t) ,

z={
| lim
t→0

ε(t) = 0 �
Ìn­�¨�¯��s�%�C²'��²$±�¨m®�®�¤�¶� »²0«� �Ä�¨d�� ��+¤C¯�¯t¨m���� »Ã+º���Ì���¯��s�QÄ�¨��~­�¨d���s¨m®Í¼��-��¨�°��Rªa�k�~¨d®�¤������s­�¤Q�

∣

∣σ2(z̃0 − z0) + dj0K(dj∗0 (z̃0 − z0))
∣

∣

2
≥ σ2 |z̃0 − z0|2 ,

ª~���s­�¤Q�
∣

∣(Mj0(tz̃0) −Mj0(tz0)) ◦ ϕṽ
0,t

∣

∣

2
≥ tσ2 |z̃0 − z0|2 (1 − C

σ2
ε(j0, t)) ,

¤C�8���s­�¨�±i�=��¨m�nµt�����8�� }ª^���¬�-2oÄ?¤��� }ªa­� ���«�¤�ª^ª~�%���¸¤�ª
t
 }ªkª~®�¤C±�±X¨m���¬��«�­.� ut
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	�üCû��
���eþ;ÿ
�����;þ����
·^¨d®�¤������s­�¤Q����¨�­�¤?Ä�¨7�%²)���

j1, j2 ∈ H1(Ω, IRd)
�e�~­�¨� i��¨hÆ6��¤C±� »�UÎ

d(j1, j2) ≤
1

σ
|j1 − j2|2 ,

ª~ i���m¨ �s­�¨��s i«¬­6�g­�¤C�8�+ªa }�e¨� }ª�¤C�+��¯�¯t¨m��µt�������©�C²3�~­�¨�±�¨m��«��~­©��²3�~­�¨��z���sÄ�¨
jt = (1 − t)j1 + tj2

! ªa ����m¨
�R­��%�¬ª~ ���«

v ≡ 0
¤C�8�

σ2z ≡ j2 − j1
�-��¨�­8¤?Ä�¨

wt , (vt, zt) ∈ ∂jt

∂t

¤C���
σ2
∫ 1

0 |zt|22 = |j2 − j1|22 /σ2 '_�GHe�
�z�¬�6�~ ��6�� »�UÎ���²

Mj0

²)���n�s­�¨
d
2[�~�¬¯8�¬±i�¬«�Î��¬�� i�sª^ �®�¤C«¬¨� }ª^¤C±}ª~���s�~��¨��

Ê �m�m���R�e ���«��s��±�¨m®�®�¤¸¶-�.���¬�~®�¤�±0�m�%���R�e i�8¤Q�~¨hª ! �^­� }�R­�¤��~¨��~ �®�¨���¨m�s iÄQ¤Q�s iÄ¬¨dª�¤Q�
t = 0

��²�«¬¨m�e�e¨dª~ }�mª;'
¤C�s¨��~¨d±�¤C�~¨h���~�

M
µ%Î��~­�¨��s¨m±}¤Q�s i�¬� ! ��¨���ª~¨��~­�¨ ªU�R¤C����¤��s��¨zÃe¯t����¨d�¬�s �¤�±X���C�R¤Q�s i�¬��'

expj0(Sz0) = Mj0(z0) ,

�^­�¨d�~¨
S
 �ªk��¨z°���¨h��µ6Î

Sz , σ2z +Dj0K(Dj∗0z) .
Ìn­� }ªn i�8�e ��d¤Q�s¨dª��~­8¤Q�g¤�«��%�e��¤�¯�¯��s�?Ãe i®�¤Q�s i�¬����²��~­�¨�®�¨m�~�s ��� ����~¨d�~®�ªn�C²'�~­�¨

z
2A�z�%���R�e ���¤Q�s¨_������±}��µ8¨

|z1 − z2|2j0 = 〈z1 − z2 , S(z1 − z2)〉2 ,
�^­� }�R­�ªs¤Q�s �ªa°�¨hª

|z1|j0 = d(j0,Mj0(z1))

 ��¸¤���¨d i«¬­%µ8�¬�~­��%�e����²
0
�

�hÀ��fû�ü ¡������� g���X�.�
�A�¸�~­� �ª�ªa¨h�_�s i�¬������¨ ¯��s��¯t�¬ª~¨�¤�¯��~¨d±i �®� i��¤��~Î¸ª~¨z�g��²�¨zÃe¯8¨d�~ �®�¨m�6�sªk�~�� i±�±i�8ªU�s�s¤C�~¨��s­�¨� ��e²)���s®�¤Q�s i�¬�©�z����2

�s¤� i��¨d�© ��©�s­�¨
z
2A�z�%���R�e ���¤Q�s¨��e¨hª~�m�~ �µ8¨h�5¤�µ8�QÄ¬¨���Â3Ãe¯8¨d�~ �®�¨m�6�� i�5°�«����s¨dª��.�.¡�¤C���5¦V��¨m�s¨��m�����e�8�_�~¨h�© ��

�A����ªa�~¨d¯�ª�h$«¬ iÄ¬¨m���A���� �®�¤�«�¨hª
j0
¤����

j1
����¨�°8�sªa�k�z��®�¯����~¨d���~­�¨�®� ��� �®� i½d i��«�«¬¨m�e�e¨hªa }�gµt¨z�A��¨m¨d���s­�¨m®J�

Î% i¨d±��� i��«�¤+�s�s¤:,U¨d�_�s���sÎ
(jt, zt, vt)

�w¤C�8� �~­�¨¸�z�¬�~�s¨dª~¯t�����e ���«JO��=�
ϕv

t

� Ìn­�¨d���3��ª~ i��«
j0
¤�«¬¤C ����3¤C�8� �~­�¨

��µ��s¤C ���¨h��ÄQ¤C±���¨
z0
�����~­�¨ ®� ��� �®� �½m ���«�«¬¨m�e�e¨dª~ }�:�#��¨ �m��®�¯��e�s¨d���~­�¨ ªa�¬±i�e�s i�¬����² ! ¡e�&'����6�~ �±X�~ �®�¨

t = 1
�

Ìn­�¨¸��µ��s¤C ���¨h� ÄQ¤C±���¨dª
(j′t, z

′
t, v

′
t)
�z�¬��±}� �s­�¨m� µ8¨+�m��®�¯�¤C�s¨d�¦�^ »�s­ �s­��¬ª~¨N�^­� ��R­ ­�¤?Ä�¨�µt¨m¨m� �z�¬®�¯��e�~¨h�

¤C±�����«��~­�¨�«�¨m�e�e¨hªa }�mªd�n�A�+°�«¬���~¨�¥����s­�¨  ��� i�~ }¤C±
j0
 �ªk�~­�¨�ª~¤�®�¨�¤�ªg i�¸°�«¬���s¨dª�¡�¤C���+¦���µ��e���~­�¨

z0
 �ªg�~­�¨

¤?Ä�¨d�s¤�«�¨���²��s­�¨n�A�����Cªa���s­�¤Q�3 i�w�e�%¨dª0�����3�m���s�~¨hªa¯t���8���~��¤C�%Î ¯��~¨h�z��®�¯����~¨d��«�¨d�%��¨dª~ ��� ����s­�¨n i®�¤C«¬¨^ªa¯�¤¬�z¨¬�
Ìn­�¨��~¨hªa��±i�g }ª�Æ6�� i�~¨� i�6�s¨m�s¨dªa�~ ���«��8µ8¨h�m¤C�8ªa¨  i��ªa�~ �±�±'¯t�¬ªsªa¨hª~ª~¨dªg�R­�¤C�R¤��z�~¨m�s }ªU�s ��dª^�C²�¤�­%��®�¤��¸²j¤��z¨7�t¤����+�m¤��
µt¨ �z��®�¯�¤��~¨h���s���~­�¨��s¨dª~��±i�n��²$¤�ª~ i®�¯�±�¨�±i ���¨h¤C�k�z�¬®�µ� ���¤C�~ ������C²��s­�¨��s¤��~«¬¨z�^ �®�¤�«�¨hª� ���°�«����~¨hªk¡�¤�����¦��
Ìn­�¨��6��®�¨d�~ }�m¤�±� �®�¯�±�¨m®�¨m�6�s¤C�~ ���� �C²gµt�C�s­ ��¯t¨m�R¤Q�s i�¬��ª ! ®� i�� �®� i½h¤Q�s i�¬� �C²g�~­�¨�«�¨d�%��¨dª~ ���¨m��¨d�~«¬Î�¤����

 ��¬�s¨m«¬�s¤C�~ ������C² ! ¡e�/'�'3®���ªU��µ8¨��e����¨1�^ »�s­�ªa�¬®�¨��m¤C�s¨.�¬ i���¬�s��¨m�/�� ���¯�¤C�~�~ }�z��±}¤C�/�C�s��¤?Ä��¬ ��� ���ªa�s¤Cµ� i±� »�s i¨hªw�e��¨
�~���s­�¨ �z�¬��ªa¨d�~ÄQ¤C�~ �����¯8¤C�~�n��²'�s­�¨�¨m��¨m�s«�Î��3³�¨z�R¤C �±�ªS�^ �±i±�µ8¨�¯��s�QÄ% ���¨d�� ��+¤�²)���~�~­��m��®� i��«�¯8¤C¯t¨m�h�

� ¡�¡�������� ü Ê ��	 �;�'��Ö+��Öº¡��t��¡��$�L�}���)�'���Äk'���Ý¡��t��¡��$�L�}���)�'���
Ê ����� �E¨=r�r�©@r�©gÐp¨=r�ÐGr�£/o(q�o6r�nâÂ�u Ìn­�¨�¯��~�%�C²��~¨d±i �¨dª ��� ¤+ªa¨hÆ¬��¨m���m¨���²nªa�s¤�����¤��s�5®�¨h¤�ª~���R¤Cµ� �±i i�UÎ5¤��~«¬�-2
®�¨m�6�sª�����²��^­� }�R­J��¨�����±iÎ�ª���¨m�s�R­��~­�¨�®�¤� i�¸ªU�s¨m¯�ªd��Ï$ i�Rªa�k±i¨m�

(wn)n∈N

µt¨ ¤[ck �±iµt¨m�~�gµ�¤¬ªa }ª��C²
W
�GH% i�8�z¨.�

²)����¤C�%Î
u ∈ C∞

c (Ω,Rd)
¤C���

w = (v, z) ∈ W
�
j → lj,u(w)

! �^­� ��R­+­8¤�ª^µt¨m¨d�©�e¨z°���¨d�¸ ��+¨dÆ6��¤Q�s i�¬� ! Á7'
µ%Î

σ2〈z, u〉2 + 〈j, div(u⊗ v)〉2
'� }ª^�z�¬�6�~ ��6������ª�²)�s��®

L2(Ω, IRd)
�~�
IR
���~­�¨�®�¤C¯

j 7→ wj,u ,
∑

n≥0

lj,u(wn)wn
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� �(�����X����� Ï��s��® ��¯��~���e�=�^��¤�����²)�s��® ±�¨z²H�n�~���s i«¬­¬�/h0 i�� i�~ }¤C±; �®�¤C«�¨7�6�s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«�¨7�
z
2A�z�%�¬�s�e ���¤C�~¨.�6�s¨d�z�¬��ªa�~�s���_�s¨d���s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«¬¨

 }ªn®�¨h¤�ª~���R¤Cµ�±�¨�²)�~�¬®
L2(Ω, IRd)

�~�
W
��Ë�Î��m����ªa�~�s���_�s i�¬���-��¨�­8¤?Ä�¨.�6²)�¬�

w ∈W
h

〈w , wju〉W =
∑

n≥0

lj,u(wn)〈w , wn〉W = lj,u(w) .

Ìn­%��ª��%²)���
γ ∈ TjJW

����¨�­�¤?Ä�¨
p(γ) = argmin

{

|w|W : 〈w , wj,u〉 = 〈γ , u〉, ²)���k¤�±i± u ∈ C∞
c (Ω,Rd)

}

�A�6�~�s�e�e���z ���«�¤�²j¤C®� �±iÎ
(un)n∈N

 ��
C∞

c (Ω,Rd)
�^­� }�R­¸ �ªk��¨m��ª~¨� i�

H1
0 (Ω,Rd)

�e�~­�¨�¯��~¨dÄ6 ����8ªn¨zÃe¯��s¨dªsªa ����
®�¤?Î�µt¨��~¨d¯�±�¤¬�z¨h��µ%Î

p(γ) = argmin{|w|W : 〈w , wj,un
〉 = 〈γ , un〉,

²)���k¤�±i±
n ≥ 0} .

Ï��¬�
N ∈ IN

¤C���
λ > 0

����¨��e¨z°���¨

pN,λ(γ) = argmin

{

|w|2W + λ

N
∑

n=0

(

〈w , wj,un
〉W − 〈γ , un〉

)2

} ! ¦¬¡7'
¾�±�¨d¤C�s±�Î.�-��¨�®���ªa�n­8¤?Ä�¨

pN,λ(γ) =
∑N

i=1 xiwj,ui

�^­�¨m�s¨

x = argmin
x′∈RN+1







∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

n=0

x′nwj,un

∣

∣

∣

∣

∣

2

W

+ λ

N
∑

n=0

(

N
∑

n′=1

x′n′

〈

wj,un′
, wj,un

〉

W
− 〈γ , ui〉

)2

+
1

λ
|x′|2







.

Ï��¬�
λ > 0

�6�s­�¨g�¬¯e�~ �®�¤C±
x
 }ª�«� �Ä�¨m��µ6Î

x = (A+ I/λ)−1y
�#�^­�¨d�~¨

y ∈ IRN+1  }ª�ª~���R­��s­�¤Q� yi = 〈γ , ui〉
¤C�8�

A
 }ª�¤

(N + 1) × (N + 1)
®�¤Q�~�s iÃ­�^ »�s­��m�%¨?<��z �¨m�6�sª�«¬ iÄ¬¨m�5µ%Î

an,n′ =
〈

wj,un′
, wj,un

〉

W

��Ìn­� �ª
 �®�¯�±i �¨dª��~­�¤C���Q i²

γt
 }ª'¤k®�¨h¤�ª~���R¤Cµ�±�¨3¯�¤Q�s­��?�~­�¨�²)�����z�~ ����

t 7→ pN,λ(γt)
 �ª'®�¨d¤�ª~���R¤Cµ�±�¨��'Ìn­�¨w®�¨d¤¬ªa���s¤�µ� i±� i�UÎ
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� �(�����X����� Ï��s��® ��¯��~���e�=�^��¤�����²)�s��® ±�¨z²H�n�~���s i«¬­¬�/h0 i�� i�~ }¤C±; �®�¤C«�¨7�6�s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«�¨7�
z
2A�z�%�¬�s�e ���¤C�~¨.�6�s¨d�z�¬��ªa�~�s���_�s¨d���s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«¬¨

�C²
p(γt)

 �ªn¤��m����ª~¨dÆ6��¨d���z¨��C².�s­�¨�¯8�¬ i�6�A�^ }ªa¨��z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨d���z¨k��²
pN,N(γt)

�~�
p(γt)

�-�^­� }�R­��m��®�¨dªw²)�s��® �~­�¨
²)��±�±��=�^ i��«�¤C�s«���®�¨d�¬�/hn²)����¤C±�±

N
¤C���

λ
����¨�­�¤?Ä�¨ ∣

∣pN,λ(γ)
∣

∣

W
≤ |p(γ)|W

�;ª~ ����z¨��~­�¨�±}¤�ªa���s¨m�s®È �� ! ¦¬¡7'
ÄQ¤C�� }ª~­�¨dª�²)�¬�

w = p(γ)
��Ï����n�s­�¨ ª~¤�®�¨��s¨d¤¬ªa�¬���

N
∑

n=0

(〈

pN,λ(γ) , wj,un

〉

− 〈γ , un〉
)2 ≤ 1

λ
|p(γ)|W

�^­� }�R­� �®�¯�±� i¨hªw�s­�¤Q�n²)�¬�k¤C±�±
n
� 〈
pN,N(γ) , wj,un

〉

→ 〈γ , un〉
�^­�¨m�

N
�s¨m����ª��s�� i�e°8�� »�UÎ¬��§+���s¨m�QÄ¬¨m�/�C²)�¬�

¤C�%ÎÄ��¨d¤.�6±�Î©�z�¬�%Ä�¨m�s«� ���«�ª~��µ�ª~¨dÆ6��¨d���z¨�¨mÃ6�s�s¤¬�_�s¨d�+²)�s��®
pN,N(γ)

! �^­� ��R­ ²)���s®�ª�¤K��¨d¤.�%±iÎ©�m��®�¯�¤��z��ª~¨z�
 ��
W
')����¨�­�¤?Ä�¨7��¤C�8����¨m�����~ ���«

w∗  i�sªg±i �®� »�/� |w∗|W ≤ lim inf
∣

∣pN,N(γ)
∣

∣

W
≤ |p(γ)|W

�t¤C������²)���g¤�±i±
n
�

〈w∗ , wj,un
〉 = 〈γ , un〉

µ%ÎK��¨h¤:���z�¬�%Ä�¨m�s«�¨d���z¨7�7�^­� ��R­¸ }ªn����±�Î�¯t�¬ªsªa �µ�±�¨a�^­�¨m�
w∗ = p(γ)

�
ck¨d���z¨

t 7→ p(γt)
 }ªn®�¨d¤¬ªa���R¤Cµ�±i¨� �ª

γt
 »²0®�¨d¤�ª~���R¤Cµ�±�¨�¤C�����~­�¨�¯��~�%�C²$�C²0¯��s��¯t�¬ª~ »�s i�¬��¡� �ªk¨m���e¨h�X�

Ê �N¡e� �E¨=r�r�©dr�©gÐp¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�nâÅ�u C ¨���¨d�e���m¨�²)�s��®�¯��~�¬¯8�6ªa i�~ ���� ¡��~­�¤C�� i�� �ª�ªa�-<��m i¨d�¬���~�+¯��s�QÄ�¨��~­�¨
��¨mÃ6�k¯��~�¬¯8�6ªa i�~ ����.�

�E¨=r�Ð�r�£/o(q/o�r�n�ç�u]v�wLx
w ∈ L2(Ω,W )

� ��� �Jx(� z x �?~:�@z={�� u ∈ C∞
c (Ω×]0, 1[,Rd) � wa� z � w

∫ 1

0

(

σ2〈zt, ut〉2 + 〈jt, div(ut ⊗ vt)〉2
)

dt = 0 .
! ¦¬¦7'
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� �(�����X����� Ï��s��® ��¯��~���e�=�^��¤�����²)�s��® ±�¨z²H�n�~���s i«¬­¬�/h0 i�� i�~ }¤C±; �®�¤C«�¨7�6�s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«�¨7�
z
2A�z�%�¬�s�e ���¤C�~¨.�6�s¨d�z�¬��ªa�~�s���_�s¨d���s¤C�s«�¨m�� �®�¤C«¬¨

� ��w {·z � �[~ �)xfw � w �)� � ��w � w ��{ t y wt ∈ Ejt
�

À ��~/~A�?� ª ¨m� (un)n∈N

µt¨�¤�²j¤C®� i±�Î� ��
C∞

c (Ω,Rd)
�e¨d��ª~¨� i�

C∞
c (Ω,Rd)

²)���n�~­�¨
H1(Ω,Rd)

�����s®¸�3�o²���¨
¯��s�QÄ�¨��~­�¤C��²)��� ¤C�%Î

n ∈ N
�.�~­�¨�²)���8�_�~ ����

cn
�e¨m°���¨d� µ%Î

cn(t) , σ2〈zt, un〉2 + 〈jt, div(un ⊗ vt)〉2
 �ª

ÄQ¤C�� }ª~­� i��«�¤�� ¨��B�e�~­�¨d�+µ%Î��e¨d��ª~ »�UÎ7�e�~­�¨d�~¨�¨zÃe �ªa�sªg¤���¨m«¬±i �«� �µ�±�¨ ªa¨m�
N
ª~���R­��~­8¤Q�k²)�¬�g¤C�%Î

t ∈ [0, 1] \ N
¤C���

¤C�%Î
u ∈ C∞

c (Ω,Rd)

σ2〈zt, u〉2 + 〈jt, div(u⊗ vt)〉2 = 0 ,

ª~� �~­8¤Q�¸�~­�¨�±�¨m®�®�¤  }ª�¯��~�QÄ¬¨d�X� ck¨d���z¨7��±�¨z�¸��ª¸�z�¬��ª~ ��e¨d�
n ∈ N

� Ï����¸¤C�%Î
f ∈ C∞

c ([0, 1],R)
�g i²

u(t, x) , f(t)un(x)
����¨�­�¤?Ä�¨�²)�~�¬® ! ¦¬¦7'��s­�¤Q�

∫ 1

0

cn(t)f(t)dt = 0,

ª~���s­�¤Q�/��µ%Î�ªa�s¤C�8��¤C�R��¤��~«¬��®�¨m�6�sª��#��¨�«¬¨z�
cn = 0

¤�� ¨�� ut

� ¡�¡�������� ü Ë���	 �;�'��Ö+��Ö��]�������X�� ��
C�¨ ªU�R¤C�~���s­�¨ !⇐ 'n¯�¤��a�^ ����s­�¨ �m¤¬ªa¨

L2([0, 1],W )
�
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� �(�����X����� Ï��s��®���¯ �~�©�e�=�^� ¤C����²)�s��®�±i¨m²H� �~�+�s i«¬­6��h  ��� i�~ }¤C±� �®�¤C«�¨7�.�R¤C�s«�¨z�� �®
2
¤C«¬¨.�

z
2A�z�%�¬�s�e ���¤C�~¨.�¬��µe�R¤C ���¨d��µ%Î�¤?Ä�¨d�s¤�«� ���«��~­�¨

z
2o�m�6�¬�s�� i��¤C�~¨� i��°�«����~¨hª�¡�¤C����¦��e¤����

��µe�R¤C ���¨d���s¤��~«¬¨z�^ �®�¤�«�¨

�Gl#¤¦¤*¥ºç�ugv�wLx
w = (z, v) ∈ L2([0, 1],W ) � v�w?x � � | w�� { w �?~=�@z={�� t ∈ [0, 1]

¹

jt , j0 ◦ ϕt,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕt,sds ,

� ��w � w ϕt � �Ex(��w Þf~ � z xGx ��� w t z �;� ~��L��z x�w | � � x(� v �^� ��w { j � � � w\� � � z=�L�
À ��~/~A�?� ª ¨m�k��ªn�����~ }�z¨�°��RªU�n�s­�¤Q�

jt+h = jt ◦ ϕt+h,t + σ2

∫ t+h

t

zs ◦ ϕt+h,sdt .
! ¦C¥$'

Ï��s��®Í¨dÆ6��¤C±� i�UÎ ! ¦�¥$'?�%�~­�¨ �m���6�~ ��%�� »�UÎ� i�
JW

�C²
j
 }ª^ªa�~�R¤C �«�­6�a²)�¬���n¤C�R�X�

�o�k }ª^ªa�-<��m i¨d�¬�^�s��¯��~�QÄ¬¨g�s­�¤Q�^²)�¬�k¤C�%Î
u ∈ C∞

c (Ω×]0, 1[,Rd)
����¨�­�¤?Ä�¨

−
∫ 1

0

〈jt,
∂u

∂t
〉2dt =

∫ 1

0

(

σ2〈zt, ut〉2 + 〈jt, div(ut ⊗ vt)〉2
)

dt.
! ¦¬¶.'

�A���e¨d¨d���? i² ! ¦¬¶.'X �ª'¯��s�QÄ�¨d���d i²e²)���$¤C�%Î
t ∈ [0, 1]

��¨w��¨m�����~¨
γt , (jt,wt)

�=��¨�­�¤?Ä¬¨0²)���$¤C�%Î
u ∈ C∞

c (Ω,Rd)
�

t → 〈γt , u〉 = σ2〈zt, u〉2 + 〈jt, div(u ⊗ vt)〉2
®�¨h¤�ª~���s¤�µ�±�¨.�.¤C�8� |γt|jt ≤ |wt|W

ªa���~­�¤C� ∫ 1

0 |γt|2tdt ≤
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∫ 1

0
|wt|2W dt < +∞ ¤C�����s­�¨�±i¨d®�®�¤� }ª^¯��s�QÄ�¨h�X�

C�¨�­�¤?Ä�¨

−
∫ 1

0

〈jt,
∂u

∂t
〉2dt = − lim

h→0

∫ 1

0

〈jt,
ut − ut−h

h
〉2dt = lim

h→0

∫ 1

0

〈 jt+h − jt
h

, ut〉2dt ,
ª~���s­�¤Q�

−
∫ 1

0

〈jt,
∂u

∂t
〉2 = lim

h→0

1

h

∫ 1

0

(

〈jt ◦ ϕt+h,t − jt, ut〉2dt+ σ2

∫ t+h

t

〈zs ◦ ϕt+h,s, ut〉2ds
)

dt .

ck�=��¨mÄ¬¨m�/� 〈jt ◦ ϕt+h,t − jt, ut〉2 =
∫ t+h

t 〈jt ◦ ϕs,t, div(ut ⊗ vs)〉2ds
ª~���~­�¤C�

−
∫ 1

0

〈jt,
∂u

∂t
〉2 dt = lim

h→0

∫ 1

0

1

h

(

∫ t+h

t

〈jt ◦ ϕs,t, div(ut ⊗ vs)〉2 + σ2〈zs ◦ ϕt+h,s, ut〉2ds
)

dt .

= lim
h→0

∫ 1

0

1

h

(

∫ t+h

t

〈jt, div(ut ⊗ vs) ◦ ϕt,s|dϕt,s|〉2 + σ2〈zs, ut ◦ ϕs,t+h|dϕs,t+h|〉2ds
)

dt .

H% ����z¨
jt
 �ª����� i²)���s®�±iÎ�µt��������¨d���¬�

L2 ¤C��� |ϕt,s − I |1,∞ = ε(|t−s|)
! ªa ����m¨

B
 }ª$�z���6�s i�%���¬��ªa±�Î�¨m®�µt¨d���e¨d�

 ��
C1(Ω,Rk)

'?���~­�¨m�s¨�¨mÃe �ªa�sª
C > 0

ª~���R­��s­�¤Q�
∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

1

h

∫ t+h

t

〈jt, div(ut ⊗ vs) ◦ (ϕt,s|dϕt,s| − I)〉2dsdt
∣

∣

∣

∣

∣

≤ Cε(h)

∫ 1

0

|vt|1,∞ dt
! ¦�Á7'

≤ C ′ε(h)(

∫ 1

0

|wt|2W dt)1/2 .
! ¦6¹.'

¢k�=�]����ªa ���«�¤�«¬¤C ����~­�¨�²j¤¬�_�^�~­8¤Q�
jt
 �ªk���� i²)���s®�±�Î�µt�������e¨d�� ��

L2 ¤�����²j¤¬�_�k�s­�¤Q� C([0, 1], L2(Ω,Rk))
 �ª

�e¨d��ªa¨� ��
L2([0, 1], L2(Ω,Rk))

����¨�«�¨z�
∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

1

h

∫ t+h

t

〈jt, div(ut ⊗ vs) − div(ut ⊗ vt))〉2dsdt
∣

∣

∣

∣

∣

≤ C

∫ 1

0

1

h

∫ t+h

t

|div(ut ⊗ vs) − div(ut ⊗ vt)|2dsdt

→ 0
�^­�¨d�

h→ 0 .
! ¦¬¼7'

Ê �^�~­� �ª^¯t�� ��6�f��¨�­�¤?Ä¬¨�¯��~�QÄ¬¨d���s­�¤Q�

lim
h→0

1

h

∫ 1

0

〈jt ◦ ϕt+h,t − jt, ut〉2dt =

∫ 1

0

〈jt, div(ut ⊗ vt)〉2dt .
! ¦�É7'

H6�s i±�±.��ª~ i��«��~­�¨�²j¤¬�_�^�~­8¤Q� |ϕt,s − I |1,∞ = ε(|t− s|) ��¤C�����~­�¨�²j¤��z���s­�¤Q� |ut|1,∞
 �ª^���� »²)�¬�~®�±�Î�µt�����8�e¨d���

��¨�­8¤?Ä�¨

σ2

∫ 1

0

1

h

∫ t+h

t

〈zs, ut ◦ (ϕs,t+h|dϕs,t+h| − I)〉2 dsdt ≤ Cσ2ε(h)

∫ 1

0

|zs|2ds
! ¥¬À7'

≤ Cσε(h)(

∫ 1

0

|wt|22)1/2 .
! ¥��&'

Ï$ i�8¤C±�±iÎ7��ªa ����m¨ |ut|∞
 �ªn���� »²)�¬�~®�±�Î�µt��������¨d������¨�«�¨m�

lim
h→0

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

1

h

∫ t+h

t

〈zs − zt, ut〉2dsdt
∣

∣

∣

∣

∣

≤ lim
h→0

C

∫ 1

0

∫ t+h

t

|zs − zt|2 dsdt = 0 .

ck¨d���z¨��s­�¨�¯��s�%�C²'��²��s­�¨�±i¨d®�®�¤� }ªn¨m�8�e¨d�X� ut



ú>Ô û;üCû;ý}þ�ÿ�����������û;þ
	�üCû��
���eþ;ÿ
�����;þ����
ª ¨m�'��ª0�m����ª~ ���¨m�.�s­�¨ !⇒ '.¯�¤��a�$�C²�Ìn­�¨d���s¨m®�¡n²)�¬�

H1([0, 1], JW )
� ª ¨z�

j ∈ H1([0, 1], JW )
µ8¨n¤k�s¨m«¬��±�¤��

¯�¤C�~­�¤�����±�¨z�
wt = p(∂j

∂t )
²)���0¤C�%Î

t ∈ [0, 1]
��C�¨�«¬¨z�'²)�~�¬® ¯��s��¯t�¬ª~ i�~ �����¡n�s­�¤Q�

w ∈ L2([0, 1],W )
��cg¨m���m¨.�

±�¨z�k��ª^�e¨m°���¨��s­�¨���¨L� ¯�¤C�~­
j′
µ%Î

j′t = j0 ◦ ϕt,0 + σ2

∫ t

0

zs ◦ ϕt,sds ,

�^­�¨d�~¨
ϕ
 �ª��s­�¨VO8�=�Í¤�ªsªa�e�m �¤C�~¨d�e�^ i�~­

v
� Ï��s��® �s­�¨ !⇐ '�¯�¤��a�/�I��¨�«�¨m���s­�¤Q� j′

 }ª��~¨d«���±}¤C��¤C��� �~­�¤C�

∂j′

∂t = ∂j
∂t

��¢g�=� ±�¨z�
u0 ∈ C∞

c (Ω,Rd)
�3Ï��¬�^¤C�%Î

f ∈ C∞
c (]0, 1[,R)

 »²
u(t, x) = u0(x)f(t)

²)�¬�^¤C�%Î
x ∈ Ω

¤C�8�
t ∈ [0, 1]

�-��¨�­�¤?Ä¬¨g²)�s��® �~­�¨� ��6�~¨m«¬�s¤C�~ �����µ6Î�¯�¤C�~�n²)���s®���±}¤�²)���^�s¨m«���±�¤���¯8¤Q�~­�h
∫ 1

0

r(t)f ′(t)dt = 0 ,

�^­�¨d�~¨
r(t) = 〈jt, u〉2 − 〈j′t, u〉2

�JH% ����m¨
r
 }ª��m���6�~ ��%�����8ª�¤C���

r(0) = 0
����¨�«�¨m�

r ≡ 0
�¸¾��¬��ªa }�e¨d�~ ���«

¤C�sµ� i�~�R¤C�sÎ
u0
����¨�«¬¨z�n°���¤�±i±�Î

jt = j′t
²)���k¤C�%Î

t ∈ [0, 1]
�

H% ����z¨��s­�¨ !⇒ 'n¯8¤C�~�^²)��� C1([0, 1], JW )
 }ªg¤��+ªU�s�s¤� i«¬­¬�~²)���>��¤��s���z���8ªa¨hÆ¬��¨m���m¨��C²$�~­�¨���¨z°��� i�~ ����+��²

C1

�z���~Ä¬¨dª^¤C�8����²'�s­�¨ !⇒ 'n¯�¤��a�n²)�¬� H1([0, 1], JW )
����¨ �m����ª~ ���¨m�n�~­�¨

(⇐)
¯�¤C�~�n²)���

w ∈ C([0, 1],W )
�8C�¨

«�¨m��²)�s��® �s­�¨��z���s�s¨dª~¯8�¬���e ���« ¯�¤��a��²)���
L2([0, 1],W )

�~­8¤Q� ! ¦¬¶7'� }ªnªU�s i±�±;�~�s��¨¬�0Ï����n¤C�%Î
f ∈ C∞

c ([0, 1], IR)
¤C�8��¤��6Î

u ∈ C∞
c (Ω, IRd)

��¨�­8¤?Ä�¨

−
∫ t

0

f ′(t)〈jt, u〉2dt =

∫ 1

0

f(t)
(

σ2〈zt, ut〉2 + 〈jt, div(u⊗ vt)〉2
)

dt .

D���¨�¨d¤�ª~ �±iÎ+�R­�¨h�;�%ªk�~­�¤C�
t → σ2〈zt, ut〉2 + 〈jt, div(u ⊗ vt)〉2

 �ª��m���6�~ ��%������ª�¤�ª_��¨d±i±0¤�ª
t → 〈jt, u〉2

ª~�
�~­8¤Q���8�z���8ªa }�e¨m�s ���«�ª~®��%�C�~­¸¤C¯�¯��~�?Ãe �®�¤Q�~¨hª��C²$ªa�~¨d¯�²)�����_�s i�¬��ª�����¨��e¨h�e���m¨��~­�¤C�

〈js, u〉2 = 〈j0, u〉2 +

∫ s

0

(

σ2〈zt, ut〉2 + 〈jt, div(u⊗ vt)〉2
)

dt ,

¤C�8���s­�¨��~¨hªa��±»�k }ªn¯��s�QÄ�¨d�.�

� ¡�¡�������� ü ¾��� �����!�7k����}��"Ê�X�8�L�!�z�X�
Ö6���
AT

�A� �~­� }ª�ª~¨d�z�~ ���������¨©�m��±�±i¨h�_��¤ ²)¨L�È��ªa¨m²)��±k�s¨dª~��±i�sª��¬� ­��=�Í�~­�¨+�s¨m«¬��±}¤C�s »�UÎ ��²��s­�¨©�e i´t¨d��®����s¯�­� }ªa®
AT (v) = ϕv

T

®�¤?Î�µ8¨��~¨d±�¤C�~¨h���~���~­�¨������s® ���
B
�%¯��s�QÄ6 }�e¨h���~­� }ª������s®Å�m¤C�� i���s���s���z�¬�6�~�s��±8¤�ªa��<��m i¨d�6�

�%��®�µt¨m�3��²;��¨m�s iÄQ¤Q�s iÄ¬¨dª þ �~­�¨n°��sªa���s¨dª~��±»���e¨h¤C±}ªF�^ »�s­�µ8�¬�����e¨h�e��¨dªsªd�'�A���~­�¨n²)��±�±i�=�^ ���«��.��¨^¤�ªsª~��®�¨n¤C��±i¨h¤�ªa�
�~­8¤Q�

B
 }ª^�z���6�s i�%���¬��ªa±�Î�¨m®�µ8¨h���e¨h�� ��

C1
0 (Ω, IRk)

�8ªa���~­�¤C�
AT

 }ªf��¨d±i±92A�e¨z°���¨d��²)�¬�k¤C±�±
T
�0�A���s­� }ªk�m¤¬ªa¨7�

ϕv
T (x) = x+

∫ T

0

vs(ϕ
v
s(x))ds .

�o²
vs
­�¤¬�

p
ª~¯�¤��m¨���¨m�s iÄQ¤Q�s iÄ¬¨dª�²)�¬�k¤C±�±

s
��¤�²)�¬�~®�¤C±.�� »´;¨m�s¨m�6�~ }¤Q�s i�¬����²��s­� �ªk¨dÆ6��¤C±� i�UÎ�Î% i¨d±���ª

dpϕv
T = dpid +

∫ T

0

dp(vs ◦ ϕv
s)ds .

! ¥6¡.'
Ìn­� }ª��d¤C� µ8¨5¯��~�QÄ¬¨d� �~ �«��¬�~�¬��ª~±iÎ ²)�s��® �s¤C�~­�¨d��ªU�R¤C����¤C�R� ¤��~«¬��®�¨m�6�sª� �� �~­�¨5ªU�s���eÎ �C²dD�³�ÂwªL�k¤����  �ª
ªa�s¤Q�s¨d�� ����~­�¨k��¨zÃ%��±i¨d®�®�¤���²)�¬�G�^­� }�R­^��¨g¯��~�QÄ% }�e¨k¤�¯��s�%�C²t²)�����z��®�¯�±�¨z�s¨m��¨hª~ª��%¤C����µt¨d�d¤C��ª~¨k�C²;�s­�¨gª~®�¤�±i±
�z�¬®�¯�±i }�m¤C�~ ������e��¨g�s� �~­�¨k²j¤��z���s­�¤Q�b��¨�����±�Î�­�¤?Ä�¨�¤

L1 �z���6�s�~�¬±��^ i�~­��s¨dª~¯t¨d�_���~���~­�¨ t ÄQ¤C�s �¤�µ�±i¨7�� ���ªa�~¨d¤¬�
�C²$�~­�¨��8ªa��¤�±.���� i²)���s® �¬��¨��

�Gl#¤¦¤*¥Vï�u ½ � p ≥ 1 z:{�| B � �_w �[} w |.| w |g��{ Cp
0 (Ω, IRk) y x���w { y �?~=�Ez ��� v ∈ L1([0, T ],Ω) y ϕv � � p x ��� w)�

|=� � w � w { x ��z.} �9w z={
|��?~:�dz ��� q ≤ p
∂

∂t
dqϕv

t = dq(vt ◦ ϕv
t ) .
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Ñ ~=� w ~ � w � y x(��w � wdw>¸ � �)x �;~={ �)x z:{ x6� C,C ′ y � ��� �Jx(� z x y �?~:�@z ��� v ∈ L1([0, T ],Ω)
¹

sup
s∈[0,T ]

|ϕv
s |p,∞ ≤ CeC′|v|

1,T .
! ¥¬¦$'

À ��~/~A�?� Ï��¬�n²)���~�~­�¨d�^�~¨m²)¨m�s¨m���m¨.�-��¨�°8�sªa�gªU�R¤Q�s¨�º��s���#�n¤C±�±65 ª�±i¨d®�®�¤�h
�Gl#¤¦¤*¥Vñ ! º��s���#�n¤C±�±ÿ' ufáE� �-� w_x�� z x α z={
| β z=� wax � ~ � ~ � � x � � w y �;~={ x ��{���~=� � �;�-{�� x ��~:{ � ~:{ x(��w ��{ x�w � � z �
[0, c] y z={
| x(� z x

w(t) ≤ α(t) +

∫ t

0

β(s)w(s)ds .

� ��w { y
w(t) ≤ α(t) +

∫ t

0

α(s)β(s)e
∫

t

s
β(u)duds

Ìn­�¨��z�¬�6�~ ��6�� »�UÎ���²
x 7→ ϕv

0,t(x)
 �ªk¤��e ��s¨d�_�k�m����ª~¨dÆ6��¨d���z¨��C²'�~­� }ª^±�¨m®�®�¤���ª~ ����z¨�²)���

x, y ∈ Ω
�

|ϕv
0,t(x) − ϕv

0,t(y)| =

∣

∣

∣

∣

x− y +

∫ t

0

(

vs(ϕ
v
0,s(x)) − vs(ϕ

v
0,s(y))

)

ds

∣

∣

∣

∣

≤ |x− y| +
∫ t

0

‖vs‖1,∞|ϕv
0,s(x) − ϕv

0,s(y)|ds

¤C�8��º��s���#�n¤C±�±65 ª�±i¨d®�®�¤� �®�¯�±i �¨dª
|ϕv

0,t(x) − ϕv
0,t(y)| ≤ |x− y| exp(C |v|1,T ),

! ¥�¥#'
Ê ªsª~��®�¨

p = 1
¤C��� ¯�¤¬ª~ª����=� �~� �s­�¨5�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±k��²

ϕv
0,t

� Ï$ »Ã
x ∈ Ω

¤C���  ��6�~�s�%�����z¨+�s­�¨©±� i��¨d¤C�
�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±X¨dÆ6��¤C�~ ������%²)�¬�~®�¤�±i±�Î���µ��s¤C ���¨h�� �� ! ¥6¡7'w²)���

p = 1
�

∂Wt

∂t
= dϕv

0,t(x)vtWt

! ¥6¶7'
�^ i�~­+ ��� »�s �¤�±��z�¬���e i�~ ����

W (0) = δ ∈ IRk ��C ¨�ª3�% �¯��s­�¨ ¤C�s«���®�¨d�6�n¨d��ª~���~ ���«��s­�¨�¨zÃe }ªU�s¨m���m¨ ¤C�������� }Æ6��¨?2
��¨hª~ª��C²$¤�ª~��±��e�~ ������C².�s­� }ª�¨hÆ6��¤Q�s i�¬�����

[0, 1]
�%¤C����¯��~�e�m¨m¨d���~�� ���¨m�6�~ i²)Î% i��«� i�^¤¬ª

Wt = dxϕ
v
0,tδ
��³g¨d���C�s¨

aε(t) =
(

ϕv
0,t(x + εδ) − ϕv

0,t(x)
)

/ε−Wt

Ï��¬�
α > 0

�e i�6�s�~�e�e���m¨
µt(α) = max {|dxvt − dyvt| : x, y ∈ Ω, |x− y| ≤ α}

Ìn­�¨0²)���8�_�~ ����
dxvt ∈ C1

0 (Ω)
µt¨m ���«k���� »²)�¬�~®�±�Î��z�¬�6�~ ��6������ª;�¬���s­�¨w�m��®�¯�¤��z��ªa¨m�

Ω
����¨3­�¤?Ä¬¨

limα→0 µt(α) =

0
�FC�¨�®�¤?ÎM�^�~ i�~¨

aε(t) =
1

ε

∫ t

0

(

vs(ϕ
v
0,s(x + εδ)) − vs(ϕ

v
0,s(x))

)

ds−
∫ t

0

dϕv
0,s(x)vsWsds

=

∫ t

0

dϕv
0,s(x)vsaε(s)ds

+
1

ε

∫ t

0

(

vs(ϕ
v
0,s(x+ εδ)) − vs(ϕ

v
0,s(x)) − εdϕv

0,s(x)vs

(

ϕv
0,s(x+ εδ) − ϕv

0,s(x)
)

)

ds

H% ����z¨�²)�¬�k¤C±�±
y, y′ ∈ Ω

h
|vt(y

′) − vt(y) − dyvt(y
′ − y)| ≤ µs(|y′ − y|) |y′ − y|

��¨�®�¤?ÎM�^�s i�~¨
|aε(t)| ≤

∫ t

0

|vs|1,∞ |aε(s)| ds+ C(v) |δ|
∫ 1

0

µs(εC(v) |δ|)ds
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���eþ;ÿ
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²)���^ª~��®�¨��z���8ªU�R¤C�6�

C(v)
�^­� ��R­�����±�Î��e¨d¯8¨d����ªn���

v
��Ìn­�¨�²j¤��_�n�s­�¤Q�

aε(t)
�s¨m����ª��~��Àd�^­�¨m�

ε→ 0
���=�

 }ª^¤��e i�s¨d�z�k�z���8ªa¨hÆ¬��¨m���m¨���²0º��s���#�n¤C±�±65 ª�±i¨d®�®�¤�¤C�8����²��s­�¨�²j¤��z�^�~­�¤C�

lim
α→0

∫ 1

0

µs(α)ds = 0

�^­� }�R­  }ª��~�s��¨ µ%Î �s­�¨ �e��®� ���¤Q�s¨d� �m���%Ä�¨d�~«¬¨m���m¨+�~­�¨m���s¨m®J��ªa ����z¨
µs
¯t�� ��6�A�^ �ª~¨ �z���%Ä¬¨m�s«�¨dª��~� À ¤����

µs(α) ≤ 2 |v|1,∞
�3Ìn­� �ª�¯��s�QÄ�¨hªw±�¨m®�®�¤�¹� ����s­�¨��m¤�ª~¨

p = 1
�3Ìn­�¨��~¨hªU���C².�s­�¨�¯��s�6��²�«��%¨hªwµ%Î� ����e���z�~ �����h

±�¨z�
q0 ≤ p

�
q0 > 1

¤�����¤¬ª~ª~��®�¨��~­�¤C�^�~­�¨��s¨dª~��±i�^ �ªn¯��s�QÄ�¨h��²)�¬�k¤C±�±
q < q0

h
∂

∂t
dqϕv

t = dq(vt ◦ ϕv
t ) .

Ìn­� }ª^ �®�¯�±i �¨dª��s­�¤Q�^²)�¬�
δ1, . . . , δq ∈ IRk �-��¨�®�¤?Î^�^�~ i�~¨

∂

∂t
dqϕv

t (δ1, . . . , δq) = dϕv
0,t

vtd
qϕv

t (δ1, . . . , δq) +

q
∑

l=2

dlvt(δ
(l)
1 , . . . , δ

(l)
l ) .

¨d¤¬�R­ Ä¬¨d�_�s���
δ
(l)
k

µ8¨d i��« ¤ ±� i��¨h¤C�©�m��®�µ� i��¤C�~ ���� ! �^ i�~­ ���� �Ä�¨m�Rªs¤C±��z�%¨?<��m i¨d�¬�Rª>'��C²��~¨d�~®�ª¸�C²��~­�¨e�% ����
dl′ϕv

0,t(δi1 , . . . , δil′
)
�^ i�~­

l′ ≤ q + 1 − l
! �~­� }ª¸�s¨dª~��±»����� �~­�¨ �e i´t¨d�~¨d�¬�s �¤�±�ª��C²��~­�¨ �z�¬®�¯t�¬ª~ i�~ ���� ��²

�A���¸²)�����_�s i�¬��ª��d¤C� µt¨�¨d¤¬ªa �±iÎ5¯��~�QÄ¬¨d� µ%Î5 ����e���z�~ �����'z�¸Ìn­� �ª� }ª�¤¸±� ���¨d¤���¨dÆ6��¤Q�s i�¬�  i�
dqϕv

t (δ1, . . . , δq)
�

�^­� }�R­© }ªkÄQ¤C±� ��+²)���
q = q0 − 1

¤C���+�~­�¨�¯��~�%��²0��²� »�RªgÄQ¤�±i }�e i�UÎ�²)�¬�
q0
²)�¬±i±��=�kªk¨mÃe¤¬�_�s±iÎ��~­�¨�ª~¤�®�¨ ±i ���¨hª�¤¬ª

²)���
p = 1

�
Ìn­� }ª�¨zÃe¯��s¨dªsª~ i�¬� ¤C±}ª~� ª~­��=�kª ! ��ªa ���« º��s���#�n¤C±�±65 ª�±i¨d®�®�¤$'��~­�¤C� |dqϕv

t |∞
®�¤?Î µ8¨+µt�������e¨d� µ%Î ¤��

¨zÃe¯��s¨dªsª~ i�¬���C²$�~­�¨a�% ����
|v|1,T C̃

(

|dϕv
t |∞ , . . . ,

∣

∣dq−1ϕv
t

∣

∣

∞
)

exp
(

C |v|1,T

)

�^­�¨d�~¨
C̃
 �ª^¤�¯t��±�Î%����®� }¤C±4�$�^­� ��R­¸ ����s���s�� �®�¯�±i �¨dª ! ¥¬¦$'_�

ut
Ìn­�¨�ªs¤C®�¨�¨dªa�~ �®�¤C�~¨� }ª��~�s��¨�²)���

(ϕv)−1 h
�Gl#¤¦¤*¥eò�u ½ � p ≥ 1 z:{�| B � � �>~:{ x ��{���~:� �;� � w �[} w |.| w |J��{ Cp

0 (Ω, IRk) y x���w � wMw�¸ � �)x �;~={ �)x z:{ x6� C,C ′ y� ��� �Äx�� z x y �?~=�dz ��� v ∈ L1([0, T ],Ω)
¹
sup

s∈[0,T ]

∣

∣(ϕv
s)−1

∣

∣

p,∞ ≤ CeC′|v|
1,T .

ª ¨d®�®�¤�É� �ª�¤��z�¬��ª~¨dÆ6��¨m�8�z¨��C²�±�¨m®�®�¤�¹�¤����¸�C²0�s­�¨ ²j¤¬�_�g�s­�¤Q�
(ϕv

t )−1 = ϕw
t

�^ »�s­
ws = −vt−s

�¬�

[0, t]
�

C�¨ ���=��¯�¤�ªsª��~� ªa�-<��m i¨d�¬�+�z�¬���e i�~ �����ª�²)�¬� ª  i¯8ª~�R­� i�~½ �z�¬�6�~ ��6�� »�UÎ ��²
AT

�ÍÏ��¬���~­� }ªL��±�¨z�
v, v′ ∈

L1([0, T ],B)
�0Ï����

ξ ∈ [0, 1]
�e¨m���C�~¨

vξ = (1 − ξ)v + ξv′ ¤���� ϕξ = ϕvξ �

�Gl#¤¦¤*¥es#ú�u
∂

∂ξ
ϕvξ

s,t(x) =

∫ t

s

dϕvξ
s,u(x)ϕ

vξ

ut(v
′
u − vu) ◦ ϕvξ

s,u(x)du
! ¥¬Á7'

À ��~/~A�?� ª ¨m�k��ª�°��RªU�gªa�s¤��a�f�^ i�~­+¤�²)���s®�¤C±.�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤Q�~ ������C²
∂ϕvξ

s,t

∂t
= vξ

t ◦ ϕvξ

s,t�^ i�~­¸�~¨hªa¯t¨d�z�n�~�
ξ
���^­� }�R­�Î6 �¨m±}��ª

∂

∂t

∂

∂ξ
ϕvξ

s,t = (v′t − vt) ◦ ϕvξ

t + d
ϕvξ

s,t

vξ
t

d

dξ
ϕvξ

s,t
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�^­� }�R­��8¤Q�~���s¤�±i±�Î�±�¨d¤���ª��~�� i�6�s�~�e�e���m¨��~­�¨ ª~��±��e�s i�¬����²��~­�¨ �e »´;¨m�s¨m�6�s �¤�±X¨dÆ6��¤Q�s i�¬�

∂

∂t
Wt = (v′t − vt) ◦ ϕvξ

t + d
ϕvξ

s,t

vξ
tWt

! ¥%¹.'
�^ i�~­� ��� i�~ }¤C±8�m������ »�s i�¬�

Ws = 0
�$¢g�C�~ ���«��s­�¤Q�b��¨^­8¤?Ä�¨k¤C±��s¨d¤���Î ¨m���m�����6�s¨m�s¨d���~­� �ªw¨dÆ6��¤Q�s i�¬�[�^ »�s­����e���~­�¨

�z�¬��ªa�s¤C�6���~¨d�~®	 �� ! ¥6¶7';�X�~­�¨�ª~��±��e�s i�¬�©�C²b�^­� ��R­ µ8¨d i��«���²��~­�¨�²)�¬�~®
dxϕ

vξ

0,tδ
��¤�ªa�s¤�����¤��s�©¤��~«¬��®�¨m�6��µ%Î

ÄQ¤C�s �¤C�~ ������C²0�~­�¨��z�¬��ªU�R¤C�6�kªa­��=�kª��~­�¤C�k�~­�¨�ªa�¬±i�e�s i�¬�¸�C² ! ¥e¹:'� }ª^«� �Ä�¨d�¸µ6Î��~­�¨��~ �«�­6�k­�¤������~¨m�s®È�C² ! ¥6Á7'_�
Ìn­�¨d�~¨m²)���s¨.�¬�~­�¨�¯��s�6��².µ8�¬ i±}ª��e�=�^���~��ª~­��=� �~­�¤C�w�s­�¨� ��6�~¨d�~Ä¬¨m�Rªa �������²��e¨m�s iÄQ¤C�~ �Ä�¨dª�������¨m�s±iÎ% ���« �s­�¨g²)�¬�~®�¤�±
¤C�s«���®�¨d�6�n¤�µ8�QÄ¬¨��d¤C��µ8¨�®�¤¬�e¨��~ �«��¬�~�¬��ªm�
Ï��¬�k�s­� �ª��; »���z±�¨d¤��~±�Î�ª~�-<��z¨hªk�s���m����ª~ ���¨m�k�s­�¨�¯��~�¬µ�±i¨d®  i�+�s­�¨�Ä6 }�z ��� i�UÎ¸�C²

ξ = 0
��Ìn­�¨�¯��s�%�C²0²)��±�±i�=�kª

 ���²j¤¬�_�^�s­�¨�ª~¤�®�¨�±� i��¨dªk¤¬ª��~­�¨�¯��s�%�C²$�C²'±�¨m®�®�¤�¹#h0±�¨z�~�~ ���«
Wt

µ8¨��s­�¨ ª~��±��e�~ ������C² ! ¥e¹:'?����¨�±�¨z�

aξ(t) =
(

ϕvξ

s,t(x) − ϕv
s,t(x)

)

/ξ −Wt

¤C�8��¨mÃ%¯��~¨hª~ªn i�k�����e¨d�n�~­�¨�²)�¬�~®J�e±�¨z�~�~ ���«
hu = v′u − vu

�

aξ(t) =

∫ t

s

dϕv
s,u

vuaξ(u)du+

∫ t

s

(hu(ϕvξ

s,u(x)) − hu(ϕv
s,u(x)))du

+
1

ξ

∫ t

s

(

vu(ϕvξ

s,u(x)) − vu(ϕv
s,u(x)) − ξdϕv

s,u(x)vu

(

ϕvξ

s,u(x) − ϕv
s,u(x)

))

du

Ìn­�¨�¯��~�%��²X�d¤C��¯��s�e�z¨d¨d��¨zÃ�¤¬�_�~±�Î�¤�ª3 ���±�¨m®�®�¤�¹#�6¯��s�QÄ% ��e¨h�� »��­�¤�ªwµ8¨d¨m��ª~­��=�^���~­8¤Q� ∣
∣

∣
ϕvξ

s,u(x) − ϕv
s,u(x)

∣

∣

∣

�~¨d����ªn�s��Àd�^ i�~­
ξ
�^­� }�R­� }ª^¤C«6¤C ���¤��e ��s¨d�_�k�m����ª~¨dÆ6��¨d���z¨��C²3º��~�¬�#��¤�±i±45 ª�±�¨m®�®�¤�¤C�����C²'�~­�¨� ���¨hÆ¬�8¤C±� »�UÎ

∣

∣

∣
ϕvξ

s,t(x) − ϕv
s,t(x)

∣

∣

∣
≤
∫ t

s

|vu|1,∞

∣

∣

∣
ϕvξ

s,u(x) − ϕv
s,u(x)

∣

∣

∣
du+ ξ

∫ t

s

|hu|∞ du

ut

Ìn­� }ªn±i¨d®�®�¤� �®�¯�±� i¨hªL�e ��¸¯�¤C�~�~ }�z��±}¤C�/�6�~­�¤C�

ϕv′

s,t(x) − ϕv
s,t(x) =

∫ 1

0

∫ t

s

dϕvξ
s,u(x)ϕ

vξ

ut(v
′
u − vu) ◦ ϕvξ

s,u(x)dudξ
! ¥6¼7'

�^­� }�R­�¤�±i®��6ªU�^ �®�®�¨h�e �¤C�~¨d±iÎ�±i¨h¤���ª��s���s­�¨��s¨dª~��±»� ! µ%Î��z�¬®�¯��e�~ ���«��e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±}ª^¤C����¤C¯�¯�±iÎ% ���«�±i¨d®�®�¤�¹:'
�Gl#¤¦¤*¥­s�s�uEáa�;� �-� wax(� z x B � � �;~:{ x ��{���~=� �)� � w �^} w |.| w |[��{ Cp

0 (Ω) � ½ � v, v′ ∈ L1([0, T ],B) y � w1� z � w y
�?~=� t ≤ T

∣

∣

∣
ϕv

t − ϕv′

t

∣

∣

∣

p−1,∞
≤ Cp |v − v′|1,t e

Cp(|v|
1,t+|v′|

1,t
)

�?~=� � ~:� w �;~={ �;x z={ x Cp
� � ��� � ~:{ � �K| w\��w {�| � ~:{ p �

Ìn­�¨�ª~¤�®�¨5�~¨hªa��±i�sª�¤C¯�¯�±iÎ �¬�
L2([0, 1],B)

�gª~ ����z¨ |v|1,T ≤
√
T |v|2,T

�gµ��e�/�g �� �~­� �ª¸ª~¯�¤��m¨.�f��¨d¤:�
�z�¬�6�~ ��6�� »�UÎ� }ª��~�s��¨����8�e¨m�^®����s¨�«�¨d��¨m�R¤C±X�z�¬���e i�~ �����ª�h
�g×pl#r�¨=l#¤ ò ! Ì'�~�¬��Ä#Ù.�C³���¯��� }ª$¨z�3¤C±�' ufáa�;� �-� wSx(� z x B � � �;~={ x ��{���~=� �)� � w �^} w |7| w |E��{ Cp

0 (Ω, IRk) �
� ��w {x(��w �[z �
ÃT : L2([0, T ],B) → Cp([0, T ] × Ω, IRk)

v 7→ ϕv
. (.)

� � �;~={ x ��{���~:� � y �?~=� x(��w ��¨h¤:� x ~ � ~ � ~ � �d~:{ L2([0, 1],B) y z={�| x���w {
~=�)� |.|T,p−1,∞ ~={ Cp([0, T ]×Ω, IRk)

| w6� { w |V}L� |ϕ|T,p−1,∞ =
w)�;� � � � � (|ϕt|p−1,∞ , t ∈ [0, T ]

) �
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	�üCû��
���eþ;ÿ
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Ñ ~=� w ~ � w � y z �;� �-� w]x�� z xIx(��w@w �^} w |7|=��{ � � � �;~=� � z.� x y x(� z x vn �;~={ � w � �$w)� � w z�¼ � � x ~ v y z={
| x�� z x8x(��w � ww>¸ � �)x6� zK�;~={ �)x z:{ x A � ��� �ºx(� z x y �?~:�
z ��� n y z={
|Kz � �[~ �)x z ��� s ∈ [0, 1] y |vn
s |B ≤ A �V� ��w { y �?~=�[z ��� x ∈ Ω

z={
| t ∈ [0, T ]

dp
xϕ

vn

t → dp
xϕ

v
t

·^¨h�m¤C±�±$�~­�¤C�
vn
�z���%Ä¬¨m�s«�¨dª^�~�

v
 ��5�s­�¨[��¨d¤.���~��¯t��±���«¬Î¸���

L2([0, 1],B)
 i²�¤����©�¬��±�Î+ »²A�X²)�¬��¤C±�±

w ∈
L2([0, 1],B)

�
lim

n→∞

∫ 1

0

∫

Ω

〈vn(t) , w(t)〉
B
dt =

∫ 1

0

∫

Ω

〈v(t) , w(t)〉
B
dt .

À ��~/~A�?� Ìn­�¨�¯��s�%�C²w��²w�~­� �ª��s­�¨m�¬�~¨d®N���^­� ��R­� }ª�ª���¨m�s�R­�¨h�©­�¨d�~¨�²)�¬���m��®�¯�±�¨z�s¨m��¨hª~ª��.�s¨m±� i¨hª��¬�©�s­�¨��~¨d®�¤C�>�
�~­8¤Q���.ª~ ����z¨

vn
��¨h¤:�%±iÎ¸�z�¬�%Ä�¨m�s«�¨hªL�8 »�� }ª�µt�������e¨d�5 i�

L2([0, 1],B)
�X¤����+±�¨m®�®�¤¸¹��~¨h¤��e �±iÎ¸ �®�¯�±i �¨dª��s­�¤Q�

(ϕvn)
¤C�8� �s­�¨m ���ªa¯8¤��z¨n�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨hª���¯��s���¬�s��¨m�

p−1
¤C�s¨�¨dÆ6�� }�z���6�s i�%���¬��ª'ª~¨dÆ6��¨d���z¨hª$ i��ªa¯8¤��z¨¬��ÂwÆ6�� }�z�¬�-2

�~ ��%�� i�UÎ� ����s i®�¨ �m��®�¨dªnµ%Î�¤�¯�¯�±�Î6 ���«��~­�¨�¾�¤C���R­%Î$2�H��R­$�n¤C�~�~½g i��¨hÆ6��¤C±� »�UÎ��~�

dqϕv
t − dqϕv

s =

∫ t

s

dq(vu ◦ ϕv
u)du .

Ê ªs�z�¬±i 45 ª$�~­�¨d���s¨m®� �®�¯�±iÎ��z�¬®�¯8¤��_�s��¨dªsª0�C²
(ϕvn)

²)�¬�0�~­�¨ |.|T,p−1,∞
2K�s��¯t��±���«¬Î.�C¤C�8�� i���~¨d®�¤C ���ª$�~�� }�e¨m�6�s »²)Î

¤�±i �®� »�k��²0¤��%Î��z�¬�6Ä¬¨m�s«� ���«�ª~��µ�ª~¨dÆ6��¨d���z¨�¤¬ª
ϕv ��³�¨m���C�~ ���«��~­� �ª^±� �®� i�kµ%Î ψ �e����¨ �e¨h�e���m¨dª�²)�s��®

ϕvn

0,t(x) =

∫ t

0

vn
s (ϕvn

0,s(x))ds

¤C�8���s­�¨ �z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨d���z¨��C²
ϕvn

0,t

�s�
ϕt
�~­�¨�²j¤��_�n�s­�¤Q�

ψt(x) =

∫ t

0

vn
s (ψs(x))ds + o(n)

¤C�8���~­�¨��z���8�z±���ªa ����+�m��®�¨dª�¤Q²H�~¨d�k�s­�¨��s¨m®�¤C�>���s­�¤Q�
w 7→

∫ t

0 ws(ψs(x))ds
 }ªg¤��m���6�~ ��%������ªk±i ���¨d¤��k²)���8�)2

�~ ����8¤C±X���
L2([0, 1],B)

��ªa���s­�¤Q�/�%�~­�¨]��¨d¤.���z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨d���z¨��C²
vn �s� v

 �®�¯�±i �¨dª^�~­�¤C�

ψt(x) =

∫ t

0

vs(ψs(x))ds

¤C�8�
ψt = ϕv

0,t

�
C�¨����=� ¯��s�QÄ�¨��~­�¨�¯t�� ��6�A�^ �ª~¨��z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨d���z¨��C²$�~­�¨

p
�~­+�e¨m�s �Ä?¤C�~ �Ä�¨¬�pC�¨]�%���=� �s­�¤Q�

d

dt
dp

xϕ
v
t = dϕv

t
vdp

xϕ
v
t +Qv

t (x)

�^­�¨d�~¨
Qv

t (x)
�e¨m¯t¨m����ª��¬� �~­�¨¸��¨m�s iÄQ¤Q�s iÄ¬¨dª��C²

v
¨mÄQ¤C±���¤C�~¨d� ¤Q�

ϕv
t (x)

��¤���� �¬� �s­�¨
p − 1

°��RªU��ªa¯8¤��z¨
�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨hª��C²

ϕv
t

�IC�¨�®�¤?Î��~­�¨m�s¨z²)���s¨a�^�~ i�~¨

dp
xϕ

v
t −dp

xϕ
vn

t =

∫ t

0

dϕvn
s

v(dp
xϕ

v
s −dp

xϕ
vn

s )ds+

∫ t

0

(dϕv
s
v−dϕvn

s
vn)dp

xϕ
v
sds+

∫ t

0

(Qv
s(x)−Qvn

s (x))ds

Ìn­�¨�°��sªa�� ��6�~¨d«��R¤C±w®�¤?Î�µ8¨�µt��������¨d� µ%Î
C(|vn|1,T )

∫ t

0

∣

∣dp
xϕ

v
s − dp

xϕ
vn

s

∣

∣ ds
��¤C��� �~­�¨��~¨hªa��±»�
�^ i±�±�µt¨�¤

�z�¬��ª~¨dÆ6��¨m�8�z¨n�C².º��~�¬�#��¤�±i±45 ª$±�¨m®�®�¤��C¯��~�QÄ% }�e¨d�d��¨kª~­��=� �s­�¤Q�w�~­�¨^�s¨m®�¤C ��� ���«��~¨d�~®�ª$�~¨d�����~��À��3¾��¬��ªa }�e¨d�
�~­�¨ ªa¨h�z���8�� ��6�~¨m«¬�s¤�±6�#�^­� }�R­¸®�¤?Î�µ8¨]�^�s »�~�~¨d�

∫ t

0

(dϕv
s
v − dϕv

s
vn)dp

xϕ
v
sds+

∫ t

0

(dϕvs vn − dϕvn
s

vn)dp
xϕ

v
sds .

Ìn­�¨�°��Rªa���s¨m�s®Å�~¨d����ªn�s��À�µ8¨h�m¤C�8ªa¨

w 7→
∫ t

0

dϕv
s(x)wd

p
xϕ

v
sds
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 }ª�¤��m���6�~ ��%������ª�±� i��¨h¤C��²)�����z�~ �����¤�±3���

L2([0, t],B)
¤����

vn ��¨d¤:�%±�Î©�z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨hª^�~� v
 ��5�s­� }ª�ªa¯�¤¬�z¨¬��Ì��

¨dªa�~ �®�¤Q�s¨��s­�¨ ª~¨d�z�¬��������¨7�� i�6�s�~�e�e���m¨.�%²)�¬�
A, ε > 0

�e�s­�¨��%��®�µt¨m�
C(A, ε) = max {|dxw − dyw| : x, , y ∈ Ω, |x− y| ≤ ε, |w|

B
≤ A} .

Ìn­�¨��z�¬®�¯8¤��_��¨m®�µ8¨h���e ���«�¤¬ª~ª~��®�¯e�s i�¬�� �®�¯�±i �¨dª��~­8¤Q���
A
µt¨m ���«�°�Ã%¨h���

C(A, ε)
�s¨m����ª��s��Àd�^­�¨m�

ε
�~¨d����ª

�~��À��8 gª~ i��«��s­� �ªk���C�R¤Q�~ ������-��¨�­�¤?Ä¬¨
∫ t

0

(dϕvs vn − dϕvn
s

vn)dp
xϕ

v
sds ≤

∫ t

0

C (|vn
s |B , |ϕv

s − ϕvn
s |∞) |dp

xϕ
v
s |∞ ds

≤
∫ t

0

C (A, |ϕv
s − ϕvn

s |∞) |v|
B
ds

�^­�¨d�~¨
A =

¨dªsªm� ª~��¯ {|vn
s |B , n ≥ 0, s ∈ [0, 1]} �wÌn­�¨�±}¤�ªa�k��¯�¯t¨m�kµt�����������=� �s¨m����ªn�~��À���µ%Î��e��®� ���¤Q�s¨d�

�z�¬�%Ä�¨m�s«�¨d���z¨¬�
Ï$ i�8¤C±�±iÎ7��¤�«¬¨m��¨d�~ }���~¨d�~® ��²

Qv
t

µt¨m ���«

dk
ϕv

t (x)vt(d
i1ϕv

t , . . . , d
ikϕv

t )

��¨��d¤C����ª~¨��~­�¨ ªs¤C®�¨�¤C�s«���®�¨d�¬���~��¯��~�QÄ¬¨g i�sª^¯t�� ��6�A�^ �ª~¨��z���%Ä¬¨m�s«�¨m�8�z¨��
ut

� ¡�¡�������� ü ³�� � �8���)��� ��ÖÄ����Ö$Ö%���� �����¡����)�� ����'�*�� 1k������
Ìn­�¨���¨zÃ%���~­�¨m���s¨m®	¯��~�QÄ% }�e¨dªg�~¨hªa��±i�sª��m�����m¨m�s�� i��«��~­�¨��s¨m«¬��±}¤C�s »�UÎ¸�C²w�~­�¨�¤��z�~ ���� �C²��e i´;¨m��®��¬�~¯�­� �ª~®�ª

���
L2(Ω, IRd)

¤����
H1(Ω, IRd)

�

�g×pl#r�¨=l#¤ s-ú�u
 �' v�wLx

ϕ } w zM|=� � w ~:�[~:� ��� � � � ~3� Ω
� ��� �Nx(� z x ϕ z={�| ϕ−1 � z � w �-{�� �?~:�)� � �^};~:�-{�| w | � � �)x | w �)� � z �x � � w?� ~={ Ω �º� ��w { y � � i ∈ L2(Ω, IRd)

� � w?�4� � i ∈ H1(Ω, IRd) � y z �ô� ~ i ◦ ϕ ∈ L2(Ω, IRd)
� � w?�6� �

i ◦ ϕ ∈ H1(Ω, IRd) z={�| dx(i ◦ ϕ) = dϕ(x)i.dxϕ �.�
 i �' Ñ ~=� w ~ � w � y �?~:�[z ��� M > 0 z={�|a�?~:�[z ��� i ∈ L2(Ω, IRd) y x(��w � w^w>¸ � �)x6� zE�;�-{�� x ��~:{ εM (i, η)

� ��� �x�� z x y �?~=�@z ��� ϕ, ϕ′ � ��� �Nx(� z x
max(|ϕ|1,∞ ,

∣

∣ϕ−1
∣

∣

1,∞ , |ϕ′|1,∞ ,
∣

∣

∣
ϕ′−1

∣

∣

∣

1,∞
) ≤M ,

� wa� z � w
|i ◦ ϕ′ − i ◦ ϕ|2 ≤ εM (i, |ϕ− ϕ′|1,∞) ,

z={
| εM (i, η) → 0 � ��w { η → 0 � � ��w­� z=� wº�)x z x�w � w { x � �ºx �)� w �?~:� i ∈ H1(Ω, IRd) y x(��w
L2(Ω, IRd) {
~=�)� } w ��{ � � w���� z7� w |N}L� x���w H1(Ω, IRd) {�~=�)�^�

À ��~/~A�?� C�¨�ªa�s¤��a�b�^ »�s­� �'w¤�����«¬ iÄ¬¨k�~­�¨�¯��s�%�C²X²)�¬� H1(Ω, IRd)
�%ª~ ����z¨� »�^�z�¬�6�s¤C ���ªw¨zÃ�¤��z�~±�Î��s­�¨�¤C�s«���®�¨m�6�Rª

�^­� }�R­ ¤��~¨�Ä?¤�±i }�+²)�¬�
L2(Ω, IRd)

��Ï$ iÃ
ϕ
¤C���5±i¨m�

Lϕ
µ8¨��e¨z°8��¨d� µ%Î

Lϕ(i) = i ◦ ϕ ��Ìn­�¨�Ä¬¨d�_�s����ªa¯8¤��z¨

C∞
d = C∞(Ω, IRd)

�C²'�s¨dªa�~�s }�_�~ ����8ª��s�
Ω
��²' ��e°��� i�~¨d±iÎ��e »´;¨m�s¨m�6�s �¤�µ�±i¨�²)�����z�~ �����ªn�¬�

IRk �s¤.�% i��«�ÄQ¤C±���¨dª� ��
IRd  }ª �e¨m�8ªa¨� �� H1(Ω, IRd)

!3" ¼:%�'z��Ìn­�¨�±i ���¨d¤���®�¤C¯
Lϕ

 }ª��z���6�s i�%���¬��ª�²)�~�¬®
C∞

d

! �^ i�~­��~­�¨��s��¯t��±���«�Î
 ����e���m¨d��µ%Î

H1(Ω, IRd)
'��s�

H1(Ω, IRd)
h3 ����e¨m¨h���e²)�¬�

i ∈ C∞
d

|Lϕ(i)|2H1 = |i ◦ ϕ|22 + |dϕi dϕ|22 ≤ |i|22
∣

∣dϕ−1
∣

∣

∞ + |di|22|dϕ|2∞|dϕ−1|∞ ≤ C |i|2H1 .

ª~ i���m¨g�s­�¨�°��RªU�k�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨hªw��²
ϕ
¤����

ϕ−1 ¤C�s¨gµt��������¨d�X��Ìn­%��ª�� Lϕ
�s¨dªa�~�s ��z�~¨d���~�

C∞
d

�d¤C��µ8¨�¨zÃ%�s¨m���e¨h�
�~�+¤¸�z�¬�6�~ ��6������ª�²)�����z�~ ����

L̃ϕ
�¬�

H1(Ω, IRd)
���o²

i ∈ H1(Ω, IRd)
��¤����

in
 �ª�¤¸ª~¨dÆ6��¨d���z¨��C²�¨m±�¨m®�¨m�6�sª
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	�üCû��
���eþ;ÿ
�����;þ����
�C²
C∞

d

�^­� }�R­ �m���%Ä�¨d�~«¬¨dª �~�
i
�^­�¨m�

n
�s¨m����ª��s�  i�e°8�� »�UÎ ! ª~�5�s­�¤Q�

in ◦ ϕ → L̃ϕ(i)
 ��
H1(Ω, IRd)

')�
�~­�¨m���'µ8¨h�m¤C�8ªa¨��z�¬�%Ä�¨m�s«�¨d���z¨� i�

H1(Ω, IRd)
 �®�¯�±i �¨dª��z���%Ä¬¨m�s«�¨m�8�z¨� ��

L2(Ω, IRd)
�0¤¸ªa��µ8ªa¨hÆ¬��¨m���m¨���²

in
�m¤��+µ8¨�¨zÃ%�~�R¤��z�~¨h�K�^­� ��R­5�m���%Ä�¨d�~«¬¨dª^¤�±i®��¬ªa�k¨mÄ¬¨m�sÎ#�^­�¨m�s¨��~�

i
�;¤C���+ª~���R­¸�s­�¤Q�

in ◦ ϕ �z�¬�%Ä�¨m�s«�¨hª^¤C±�®��¬ªa�
¨mÄ¬¨m�sÎ#�^­�¨m�s¨k�s�

L̃n(i)
�3�o²

N ⊂ Ω
­�¤¬ªn�6��±i± ª ¨mµt¨dª~«���¨�®�¨d¤�ª~���s¨k�s­�¨m�¸ i�n }ª^¤C±}ª~� �~­�¨��d¤�ª~¨g²)�¬�

ϕ−1(N)
! µ%Î

µt��������¨d�e��¨hª~ª0��² ∣
∣dϕ−1

∣

∣

')�6ªa���~­8¤Q�
in◦ϕ

¤C±}ªa���z�¬�6Ä¬¨m�s«�¨hª'¤�±i®��¬ªa�3¨mÄ¬¨m�sÎ$�^­�¨m�s¨w�s�
i◦ϕ ��Î% i¨d±��� i��« L̃ϕ = Lϕ

�
¢k�=�]��ª~ ����z¨��s­�¨�®�¤C¯

i→ di
 }ªn��µ%Ä% i�¬��ª~±iÎ��m���6�~ ��%������ª�²)�s��®

H1 �~� L2 ��ª~�� �ª i→ d(Lϕ(i))
�wË��e���8ªa ����z¨

�~­� �ª�®�¤C¯ �z�¬ i�8�z }�e¨dªE�^ i�~­
i → dϕi dϕ

���
C∞

d

�'¤����+�s­� }ª�±�¤¬ªU��®�¤C¯� �ª�¤�±�ª~�¸�z���6�s i�%���¬��ª����
H1(Ω, IRd)! µ%Î��~­�¨�¯��s¨mÄ% �����ªn�m��®�¯��e�R¤Q�~ �����'G��¨�«�¨m�^¨dÆ6��¤C±� i�UÎ��QÄ�¨d�n¤�±i±

H1(Ω, IRd)
��¤C«6¤C ���µ%Î��e¨d��ª~ »�UÎ��C²

C∞
d

�
Ï��¬���~­�¨ ª~¨d�m������¯�¤C�~���e � �')����¨�°��sªa�k�z�¬��ªa }�e¨d�n�~­�¨

L2(Ω, IRd)
�d¤�ª~¨�� ª ¨m�

i, ϕ′, ϕ
¤C�8�

M
µt¨�±� 9�¬¨� ����~­�¨

�~­�¨m���s¨m®J��¤�����°�Ã
s ∈ C∞(Ω, IRd) þ ��¨�­�¤?Ä�¨

|i ◦ ϕ′ − i ◦ ϕ|2 ≤ |i ◦ ϕ′ − s ◦ ϕ′|2 + |s ◦ ϕ− s ◦ ϕ′|2 + |i ◦ ϕ− s ◦ ϕ|2 .
Ï$ i�Rªa�n���C�~ }�z¨��s­�¤Q�

|i ◦ ϕ′ − s ◦ ϕ′|22 =

∫

Ω

∣

∣

∣
dϕ′−1

∣

∣

∣
|i− s|2dx ≤ C

∣

∣

∣
ϕ′−1

∣

∣

∣

1,∞
|i− s|22 ,

²)���kª~��®�¨��z�¬��ªa�s¤C�6�
C
��Ï��¬�n�~­�¨�®� }���e±�¨��~¨d�~®J����¨�­�¤?Ä�¨

|s ◦ ϕ− s ◦ ϕ′|2 ≤
∫ 1

0

∣

∣dϕ+t(ϕ′−ϕ)s(ϕ
′ − ϕ)

∣

∣

2
dt

≤ |ϕ′ − ϕ|∞
∫ 1

0

∣

∣dϕ+t(ϕ′−ϕ)s

∣

∣

2
dt

≤ C(M) |ds|2 |ϕ′ − ϕ|∞ .

C�¨��~­%��ª^«¬¨z�
|i ◦ ϕ′ − i ◦ ϕ|2 ≤ C(M) (|i− s|2 + |ds|2 |ϕ′ − ϕ|∞) .

ª ¨m�a�s i��«
εM (i, η) , C(M) inf

s∈C∞(Ω)
(|i− s|2 + |ds|2 η)

Î% i¨d±���ª��~­�¨��z�¬���z±���ª~ i�¬� �C²n�~­�¨��~­�¨m���s¨m®� �� �~­�¨
L2(Ω, IRd)

�d¤�ª~¨.�'�~­�¨
H1(Ω, IRd)

�d¤�ª~¨�µ8¨d i��« ­�¤C�8�e±i¨h�
ª~ i®� �±�¤��~±�Î�� ut

� ¡�¡�������� ü Âk��	 �t�$��Ö©��Ö#�6�� 1 1k��
C�¨�®���ªa�k�z��®�¯����~¨��~­�¨ �e¨m�s iÄQ¤C�~ �Ä�¨�¤Q�

ε = 0
��²

Uε =
1

σ2

∫

Ω

∣

∣j0 ◦ ϕv+εh
1,0 − j1

∣

∣

2

∫ 1

0
|dϕv+εh

1,s |−1ds
dx .

Ï$ i�Rªa���-��¨����C�~ }�z¨��s­�¨�¨dÆ6��¤C�~ ����

σ2zt(x) =
j1 ◦ ϕv

t,1 − j0 ◦ ϕv
t,0

∫ 1

0 |dϕv
t,s|−1ds

,
! ¥¬É$'

�^­� }�R­� �®�¯�±� i¨hªn�~­�¤C� ! �e i´;¨m�s¨m�6�~ }¤Q�s i��«�¤C�
ε = 0

'
dUε

dε
= −2

〈

z1 , dϕv
1,0
j0
d

dε
ϕv+εh

1,0

〉

2

− σ2

∫ 1

0

〈

|z1|2 ,
d

dε

∣

∣dϕv+εh
1,s |−1

∣

∣

〉

2

ds .
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〈

z1 , dϕv
1,0
j0
d

dε
ϕv+εh

1,0

〉

2

= −
∫ 1

0

〈

dϕv
1,0
j∗0z1 , dϕv

1t
ϕv

t,0ht ◦ ϕv
1t

〉

2
dt

= −
∫ 1

0

〈

dϕv
t,0
j∗0z1 ◦ ϕv

t1 |dϕv
t1| , dϕv

t,0ht

〉

2
dt

= −
∫ 1

0

〈

(dϕv
t,0)

∗dϕv
t,0
j∗0zt , ht

〉

2
dt

= −
∫ 1

0

〈

K
(

(dϕv
t,0)

∗dϕv
t,0
j∗0zt

)

, ht

〉

B
dt

µt¨d�m¤���ª~¨���²'�s­�¨� }�e¨m�6�~ i�UÎ
zt = z1 ◦ ϕv

t1 |dϕv
t1|
�

C�¨����=� ¯�¤¬ª~ª��s���~­�¨ ª~¨d�m�������~¨d�~®J�%²)���f�^­� ��R­J��¨��8ªa¨��~­�¨�¨dÆ6��¤C±� i�UÎ
∣

∣dϕv+εh
t,s

∣

∣

−1
= exp

[
∫ t

s

div(vu + εhu) ◦ ϕv+εh
t,u du

]

�^­� }�R­� �ª'¤^�z�¬��ªa¨hÆ6��¨m���m¨3�C²e±�¨m®�®�¤�¹�¤C����ªa�s¤�����¤��s���z�¬®�¯��e�s¤C�~ �����ª.�����~­�¨w�e¨m�s �Ä?¤C�~ �Ä�¨3��²6�s­�¨w�e¨m�~¨d�~®� ���¤C�6�d�
Ìn­� }ª^ �®�¯�±i �¨dª��s­�¤Q�

d

dε

(

∣

∣dϕv+εh
t,s

∣

∣

−1
)

=
∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

div(hu) ◦ ϕv
t,udu

+
∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

dϕv
t,u

div(vu)

∫ u

t

dϕv
tτ
ϕv

τuhτ ◦ ϕv
tτdτdu

=
∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

div(hu) ◦ ϕv
t,udu

−
∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

∫ τ

s

dϕv
t,u

div(vu)dϕv
tτ
ϕv

τuhτ ◦ ϕv
tτdudτ

C�¨�®�¤?Î����C�s ��m¨��s­�¤Q�/h
〈

∇ |dϕv
τs|−1 , ξ

〉

= |dϕv
τs|−1

∫ τ

s

dϕv
τu

(divvu)dϕv
τu(ξ)du

�~�� }�e¨m�6�s »²)Î��~­�¨�±}¤�ªa�^�~¨d�~®Í¤¬ª

∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

∣

∣dϕv
tτ
ϕv

τs

∣

∣

〈

∇ϕv
tτ
|dϕv

τs|−1
, hτ ◦ ϕv

tτ

〉

dτ

ª~���s­�¤Q�

d

dε

(

∣

∣dϕv+εh
t,s

∣

∣

−1
)

=
∣

∣dϕv
t,s

∣

∣

−1
∫ t

s

div(hu) ◦ ϕv
t,udu

−
∫ t

s

|dϕv
tτ |−1

〈

∇ϕv
tτ
|dϕv

τs|−1
, hτ ◦ ϕv

tτ

〉

dτ

Ìn­�¨d�~¨m²)���s¨
∫ 1

0

〈

|z1|2 ,
d

dε

∣

∣dϕv+εh
1,s |−1

∣

∣

〉

2

ds =

∫ 1

0

∫ 1

s

〈

|z1|2 , |dϕv
1s|−1

div(hu) ◦ ϕv
1u

〉

2
duds

−
∫ 1

0

∫ 1

s

〈

|z1|2 , |dϕv
1u|−1

〈

∇ϕv
1u

|dϕv
us|−1

, hu ◦ ϕv
1u

〉〉

2
duds

=

∫ 1

0

∫ 1

s

〈

|zu|2 , |dϕv
u1|−1 ∣

∣dϕv
u1
ϕv

1s

∣

∣

−1
div(hu)

〉

2
duds

−
∫ 1

0

∫ 1

s

〈

|zu|2 ,
〈

∇ |dϕv
us|−1 , hu

〉〉

2
duds
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qvu ,

∫ u

0

|dϕv
us|−1ds

�~­� �ª^®�¤?Î�µt¨]�^�s »�~�~¨m�
∫ 1

0

〈

|z1|2 ,
d

dε

∣

∣dϕv+εh
1,s |−1

∣

∣

〉

2

ds =

∫ 1

0

〈

qvu |zu|2 , div(hu)
〉

2
du−

∫ 1

0

〈

|zu|2 , 〈∇qvu , hu〉
〉

2
du

= −
∫ 1

0

〈

K∇(qvu |zu|2) , hu

〉

B
du−

∫ 1

0

〈

K(|zu|2 ∇qvu) , hu

〉

B
du

¢k�=�]����¨z°��� ���«�²)�����z�~ �����ª
Cv

t , σ2qvt |zt|2
! ¶CÀ$'

¤C�8�

Dv
t , σ2 |zt|2 ∇qvt + 2[dϕv

t,0]
∗dϕv

t,0
j∗0zt ,

! ¶e�&'
¯��s��¯t�¬ª~ »�s i�¬��¶� �®�¯�±i �¨dª

dUε

dε
=

∫ 1

0

〈ht , K.D
v
t +K∇C

v
t 〉Bdt .

�^­� }�R­� }ªn�s­�¨ �z�¬���z±���ª~ i�¬����²'±�¨m®�®�¤�¡e�

� ¡�¡�������� ü Ï���	 �;�$��Ö©��Ö#�¬�� 1 �k��
C�¨�¯��s�QÄ�¨��s­�¤Q��ªa�¬±i�e�s i�¬��ª ��²gªaÎeªa�~¨d® ! ¡�¡7'��~�R¤?Ä�¨d±�¤Q���z���8ªU�R¤C�6��ª~¯8¨d¨d����¤���� �~­�¨m�s¨z²)���s¨��m��®�¯��e�s¨��~­�¨

�e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨��C² |vt|2B + σ2 |zt|22
²)����ªa�8�R­ ¤5ª~��±��e�~ ������eH6�R¤C�~�~ ���«­�^ i�~­ �~­�¨¸ª~¨d�z�¬��� �s¨m�s®N�I��¨�­8¤?Ä�¨

zt =

z0 ◦ ϕv
t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣

�^­� ��R­¸ �®�¯�±i �¨dª���¤Q²H�s¨m�g¤��R­�¤���«�¨��C²0ÄQ¤C�s �¤�µ�±i¨hªLh

|zt|22 =

∫

Ω

|z0|22
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
dx .

 gª~ ���«��~­�¨� }�e¨m�6�s »�UÎ
∣

∣dϕv
s,t

∣

∣ = exp

(
∫ t

s

div(vu) ◦ ϕv
s,udu

) ! ¶�¡7'
��¨��¬µe�s¤� i�

d

dt
|zt|22 = −

∫

Ω

|z0|22
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
div(vt) ◦ ϕv

0,tdx .
! ¶C¦7'

Ì'��ªU�s���eÎ��~­�¨ ÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬����² |vt|2B
����¨ ªa�s¤C�~���^ i�~­+�s­�¨��z�¬®�¯��e�s¤C�~ ����¸�C²0�s­�¨��e¨d�~ �ÄQ¤Q�~ �Ä�¨���² 〈vt , w〉

²)���
¤�°�Ãe¨d�

w ∈ B
� Ê ¯�¯�±iÎ% ���«�²)���s®���±�¤ ! ¡�¼7'w²)���g¤�ª~��±��e�~ ������C² ! ¡�¡.'�Î% �¨m±}��ª

〈vt , w〉B =
σ2

2

∫ 1

0

〈

|z0|2 , (
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t −
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1 〈∇ξvs,t , λ
v
t (w)

〉

)
〉

ds+ (ω0, λ
v
t (w))

�^ i�~­
ξvs,t =

∣

∣dϕv
0,t

∣

∣ /
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

¤C���
λv

t (w) = (dϕv
0,t)

−1w ◦ ϕv
0,t

��Ï��~�¬®Å²)���s®���±}¤ ! ¶�¡7')����¨�­�¤?Ä�¨

ξvs,t = exp

(
∫ t

s

(divvu) ◦ ϕv
0udu

)

�^­� }�R­� �®�¯�±� i¨hªn�~­�¤C�

dξvs,t = ξvs,t

∫ t

s

dϕv
0u

(divvu)dϕv
0udu
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〈vt , w〉B = (ω0, λ
v
t (w)) +

σ2

2

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t

〉

ds

− σ2

2

∫ t

0

∫ t

s

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0u
(divvu)dϕv

0uλ
v
t (w)

〉

duds

= (ω0, λ
v
t (w)) +

σ2

2

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t

〉

ds

− σ2

2

∫ t

0

∫ u

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0u
(divvu)dϕv

0uλ
v
t (w)

〉

dsdu

C�¨����=���m��®�¯��e�s¨��s­�¨��~ �®�¨��e i´;¨m�s¨m�6�~ }¤C±$�C²w¨h¤��R­+�s¨m�s® �^­� }�R­ ¤C¯�¯8¨h¤C�Rªk ��5�s­� �ª�¨mÃ%¯��~¨hª~ª~ i�¬�.��³g¨d���C�s¨
λ

v

t (w) = d
dtλ

v
t (w)

�GC ¨�­�¤?Ä¬¨

λ
v

t (w) =
d

dt

(

(dϕv
0,t)

−1w ◦ ϕ0,t

)

= −(dϕv
0,t)

−1dϕv
0,t
vtw ◦ ϕ0,t + (dϕv

0,t)
−1dϕv

0,t
wvt ◦ ϕ0,t

¢k¨mÃ%������¨�­�¤?Ä�¨
d

dt

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t

〉

ds =
〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t

〉

+

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1 ∇ϕv
0,t

(div(w))vt ◦ ϕv
0,t

〉

ds

¤C�8�

d

dt

∫ t

0

∫ u

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0u
(divvu)dϕv

0uλ
v
t (w)

〉

dsdu

=

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0,t
(divvt)dϕ

v
0,tλ

v
t (w)

〉

dsdu

+

∫ t

0

∫ u

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0u
(divvu)dϕv

0uλ
v

t (w)
〉

dsdu

Ç��e�~�~ ���«�¨mÄ¬¨m�sÎ6�~­� ���«��~�¬«�¨z�s­�¨m�/�
d

dt
〈vt , w〉B =

(

ω0, λ
v

t (w)
)

+
σ2

2

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,t

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕv

0,t

〉

+
σ2

2

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0,t
(divw)vt ◦ ϕv

0,t

〉

dsdu

− σ2

2

∫ t

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0,t
(divvt)dϕ

v
0,tλ

v
t (w)

〉

dsdu

− σ2

2

∫ t

0

∫ u

0

〈

|z0|2 ,
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1
dϕv

0u
(divvu)dϕv

0uλ
v

t (w)
〉

dsdu

Ê ±i i�a�s±i¨��m¤��~¨�®���ªa��µ8¨��s¤.��¨d�© i�+�^�~ i�~ ���«��.¤�ª_��¨��e }�5¤Cµt�QÄ�¨7� d
dt(ω0, λ

v
t (w)) =

(

ω0, λ
v

t (w)
) �.ªa ����m¨��s­� �ª

�s¨dÆ6�� ��~¨hª�¯��~�QÄ% ���«��s­�¤Q�
(λv

t+ε(w) − λv
t (w))/ε

�m���%Ä�¨d�~«¬¨dª^�s�
λ

v

t (w)
²)�¬���~­�¨

(p − 1,∞)
�����s®¸��Ìn­� �ª� }ª

 ����e¨m¨h� �~�s��¨� i� �¬��� �m¤¬ªa¨7��µt¨d�d¤C��ª~¨��~­�¨�²j¤¬�_���s­�¤Q�
w ∈ B

¤C±�±i�=�kª��s�©�z���6�s�~�¬±0�~­�¨����� »²)�¬�~®¿�����s®���²� i�sª
�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±}ªw��¯��~�����R�e¨m�

p
�e¤������s­�¨��� »´;¨m�s¨m�6�~ }¤C±}ª��C²

ϕv
t

��¯��~���~­�¨�ªs¤C®�¨g�¬�s��¨m��¤��~¨�ªa�¬±i���~ �������²�¤�±� ���¨d¤��
�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±X¨dÆ6��¤C�~ ����N�^­� }�R­�¨d��ª~���~¨hª��~­�¨d i�k���� »²)�¬�~® �z���6�s i�%�� i�UÎ��
C�¨����=� ��ª~¨��~­�¨�²)�¬±i±��=�^ ���«� }�e¨d�¬�s »�UÎ7���^­� }�R­¸ �ªp,U��ªa�~ i°�¨h��µt¨m±��=�

d

dt
|vt|2B = 2 lim

ε→0
〈vt+ε − vt , vt〉B/ε

! ¶Q¥$'
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���eþ;ÿ
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�^­� }�R­  i®�¯�±� i¨hª��~­8¤Q���'�~�©�m��®�¯��e�s¨��~­�¨��~ �®�¨��e »´;¨m�s¨m�6�s �¤�±��C² |vt|2B

�$ »��ª~�-<��z¨hª��~�+�8ªa¨��s­�¨���µ��s¤C ���¨h� ¨mÃ#2
¯��s¨dªsªa ����¸²)�¬�k�s­�¨��e¨d�~ �ÄQ¤Q�s iÄ¬¨ �C² 〈vt , w〉B

�^ »�s­
w = vt

�t¤����+®���±»�s i¯�±�Î¸ »��µ%Î¸¡��aH% ����m¨
λ

v

t (vt) = 0
�;¤C�8�

µt¨d�m¤���ª~¨���² ! ¶C¦$')�-��¨ ªa¨d¨��~­�¤C�g¤C±�±;�~¨m�s®�ª^�m¤����z¨d±6�eÎ% �¨m±}�e i��« d
dt

(

|vt|2B + σ2 |zt|22
)

= 0 .
Ì'��ª~­��=� ! ¶C¥$';���¬��¨E�^�~ i�~¨hª

(|vt|2B − |vt|2B − 〈vt+ε − vt , vt〉B)/ε = |vt+ε − vt|2B /ε
¤C�8���s­�¨��~¨hªa��±»�k }ªn��µe�R¤C ���¨d��µ%Î�¯��s�QÄ% i��«��s­�¤Q�/�%²)���

w ∈ B

|〈vt+ε − vt , w〉B| = O(ε) |w|
B�^­� }�R­��d¤C�¸µt¨ �e����¨�µ%Î�¤��e ��~¨h�_�k¨hªU�s i®�¤Q�s i�¬����² d

dt 〈vt , w〉B
�

� ¡�¡�������� ü º���	 �t�$��Ö+��Ö��6�� 1 1k�$
�o��ª~�-<��z¨hª �s�5¯��s�QÄ�¨��~­� }ª��s¨dª~��±i��²)�¬��ª~®��6���~­

z0, z̃0, j0
� �o�� �ª�ªa�~�R¤C �«�­6�a²)�¬���n¤C�R�©�s­�¤Q�

Mj0(tz0) = jt�^­�¨d�~¨
j
 }ªg�s­�¨�ªa�¬±i���~ ����5��² ! ¡e�/'1�^ i�~­� i�� i�~ }¤C±3�m�����e i�~ ����8ª

(j0, z0)
� ª ¨z� í̃ t = Mj0(tz̃0)

���A�6�s�~�e�e���m¨�¤�±�ª~�
�~­�¨ �z���s�s¨dª~¯8�¬���e ���«

(vt, zt)
¤C�8�

(ṽt, z̃t)
�

�A�6�~�s�e�e���z¨��s­�¨������s¤Q�s i�¬�
η = í̃ − j

�
ζ = z̃ − z

¤C���
α = ṽ − v

�KH% ����m¨M��¨�­8¤?Ä�¨�¤�ªsªa��®�¨h� ª~®��%�C�~­
�~�R¤=,U¨h�_�s���s i¨hªL�#��¨�®�¤?ÎM�^�s i�~¨

∂jt
∂t

= σ2zt − djtvt ,
¤C�8�

∂zt

∂t
= −div(zt ⊗ vt) ,

¤C�8��ª~ �®� �±}¤C�^¨dÆ6��¤C�~ �����ª�²)�¬�^�~­�¨��~�R¤=,U¨d�z�~�¬�~Î^�^ i�~­+ ��� i�~ }¤C±��m�����e i�~ ����
(j0, z̃0)

�n¾��¬®�¯��e�~ ���«��~­�¨ �e »´;¨m�s¨m�8�z¨dª
¤C±�����«�µt�C�s­��s�s¤:,U¨d�z�~���s �¨dª�Î% i¨d±���ª







∂ηt

∂t + dηtṽt = σ2ζt − djtαt ,

∂ζt

∂t + div(ζt ⊗ ṽt) = −div(zt ⊗ αt) ,

! ¶�¶7'

H% ����z¨7�
∂

∂t

[
∣

∣dϕṽ
0,t

∣

∣ ζt ◦ ϕṽ
0,t

]

=
∣

∣dϕṽ
0,t

∣

∣ (
∂ζt
∂t

+ div(ζt ⊗ ṽt)) ◦ ϕṽ
0,t = −

∣

∣dϕṽ
0,t

∣

∣div(zt ⊗ αt) ◦ ϕṽ
0,t ,

�~­�¨ ªa¨h�z���8���s¨m�s® Î% i¨d±���ª�h

ζs ◦ ϕṽ
0,s =

∣

∣dϕṽ
0,s

∣

∣

−1
(z̃0 − z0) −

(
∫ s

0

∣

∣dϕṽ
s,u

∣

∣div(zu ⊗ αu) ◦ ϕṽ
s,udu

)

◦ ϕṽ
0,s ,

¤C�8���s­�¨�°��RªU�k�¬��¨� i®�¯�±� i¨hª

ηt ◦ ϕṽ
0,t = σ2

∫ t

0

ζs ◦ ϕṽ
0,sds−

∫ t

0

[djsαs] ◦ ϕṽ
0,sds .

·^¨d¯�±�¤¬�z ���«
ζ
 i���s­�¨�±�¤¬ªU�^¨hÆ¬�8¤Q�~ �����«� �Ä�¨hª

ηt ◦ϕṽ
0,t = t[σ2(z̃0(.)− z0(.))− dj0(ṽ0 − v0)]−σ2

∫ t

0

(
∫ s

0

∣

∣dϕṽ
s,u

∣

∣div(zu ⊗ αu) ◦ ϕṽ
s,udu

)

◦ϕṽ
0,sds

−
∫ t

0

{

[djsαs] ◦ ϕṽ
0,s − dj0(ṽ0 − v0)

}

ds+

∫ t

0

(

∣

∣dϕṽ
0,s

∣

∣

−1 − 1
)

(z̃0 − z0)ds .
! ¶CÁ7'

ª~���~­8¤Q��±i¨d®�®�¤�¶��s¨d�e���m¨dªg�~��¨mÄQ¤C±���¤Q�s i��«��~­�¨
L2 ���¬�~® �C²w�~­�¨�±�¤¬ªU���~­��s¨m¨� i�6�s¨m«��R¤C±}ªd�1C�¨�ª~­�¤C±�±$��ªa¨��~­�¨

²j¤��z�^�~­�¤C���e²)�¬�k¤�²)�����_�s i�¬�
f ∈ L2([0, 1]× Ω, IRd)

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

fsds

∣

∣

∣

∣

2

≤
∫ t

0

|fs|2 ds .
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t ∈ [0, 1]
����¨ ¤C±}ª~��­�¤?Ä�¨7�%²)�~�¬® ¨hÆ¬�8¤Q�~ ���� ! ¦��/')���^ i�~­

ω0 = dj∗0z0
¤C�8�

ω′
0 = dj∗0z

′
0

! ­�¨m�s¨ ¤C���¸ ��¸�~­�¨
²)��±�±��=�^ i��«��-��¨��e¨d���C�s¨�µ6Î	�m����ªa� ¤��6Î�Æ¬�8¤C�6�~ i�UÎM�^­� }�R­���¨m¯t¨m����ªk����±�Î����

j0
�
z0
¤����

z̃0
'

|αt|B ≤ �m����ªa� |z0 − z̃0|2 .
! ¶¬¹.'

Ìn­� }ªn i®�¯�±� �¨dªn�s­�¤Q�

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(
∫ s

0

∣

∣dϕṽ
s,u

∣

∣div(zu ⊗ αu) ◦ ϕṽ
s,udu

)

◦ ϕṽ
0,sds

∣

∣

∣

∣

2

≤
∫ t

0

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
dϕṽ

0,s
ϕṽ

s,u

∣

∣

∣
div(zu ⊗ αu) ◦ ϕṽ

0,u

∣

∣

∣

2
duds

=

∫ t

0

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∣dϕṽ
0,s

∣

∣

−1
div(zu ⊗ αu)

∣

∣

∣

2
ds

≤ �z���8ªU� ∫ t

0

∫ s

0

|div(zu ⊗ αu)|2 duds

≤ �z���8ªU�
∫ t

0

∫ s

0

|zu|H1 |αu|B duds

Ìn­�¨��s¨m±}¤Q�s i�¬�
zt = z0 ◦ ϕv

t,0

∣

∣dϕv
t,0

∣

∣

 i®�¯�±� �¨dªn�s­�¤Q� |zu|H1 ≤ �z���8ªU� |z0|H1

ªa���s­�¤Q�

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(
∫ s

0

∣

∣dϕṽ
s,u

∣

∣ div(zu ⊗ αu) ◦ ϕṽ
s,udu

)

◦ ϕṽ
0,sds

∣

∣

∣

∣

2

≤ �m����ªa� t2 |z̃0 − z0|2 .

Ê ªa �®� i±}¤C�0¨hªU�s i®�¤Q�s¨n �ª0ÄQ¤C±� }� ²)�¬�'�s­�¨n±�¤¬ªU�3 ��6�~¨m«¬�s¤�±% i� ! ¶�Á7';�6ªa ����z¨ ∣
∣

∣

∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1 − 1
∣

∣

∣

∞
≤ �z�¬��ªa� s �pC ¨�°���¤�±i±�Î

�z�¬��ª~ ��e¨d���~­�¨ ª~¨d�m������ i�6�s¨m«��R¤C±X ����~­� }ª^¨dÆ6��¤C�~ ����.�
H% ����z¨

js = j0 ◦ ϕv
s,0 + σ2z0 ◦ ϕv

s,0

∫ s

0

|dϕv
u0| ◦ ϕv

s,udu ,

��¨�­8¤?Ä�¨.�e±�¨z�~�~ ���«
γs = ϕv

s,0 ◦ ϕṽ
0,s

�

dϕṽ
0,s

js α ◦ ϕṽ
0,s = dγs

j0 dϕṽ
0,s
ϕv

s,0 α ◦ ϕṽ
0,s +Rs ,

¤C�8�� i�k �ªk¨d¤�ª~Î��~���R­�¨d�;���s­�¤Q� |Rt|2 ≤ �m����ªa� t |z0|H1 |z̃0 − z0|2
�IC�¨���¨m¨h���s��¨dªa�~ �®�¤C�~¨

∫ t

0

(

dγs
j0 dϕṽ

0,s
ϕv

s,0 αs ◦ ϕṽ
0,s − dj0α0

)

ds =

∫ t

0

(

dγs
j0(dϕṽ

0,s
ϕv

s,0 αs ◦ ϕṽ
0,s − α0)

)

ds+

∫ t

0

(dγs
j0 α0 − dj0 α0) ds .

! ¶C¼7'
H6�R¤C�~�S�^ i�~­��s­�¨�°��RªU�n�~¨d�~®J�e²)�¬�S�^­� ��R­J��¨�®���ªa�^µ8�¬�������e²)�¬�n�~­�¨

L∞ ���¬�~®J�%�s­�¨ �e i´t¨d�~¨d���z¨
dϕṽ

0,s
ϕv

s,0 α ◦
ϕṽ

0,s − α0
�¬���e¨hÆ6�� iÄQ¤�±i¨d�¬�s±iÎ7�

dϕv
s,0αs − α0 ◦ ϕṽ

s,0 .

�o�3 �ª0ª~ i®�¯�±�¨��~���R­�¨d�;�
�?²)�s��® ¨hÆ¬�8¤Q�~ ���� ! ¶6¹:''¤C����¨dªa�~ �®�¤Q�~¨hªp��¨�­�¤?Ä�¨���ª~¨d��ªa¨dÄ�¨m�R¤C±¬�~ �®�¨dª$�����~­�¨�ÄQ¤��~ }¤Q�s i�¬��ª
�C²3�s­�¨��e »´;¨m�¬®����s¯�­� }ªa®�ª��8�s­�¤Q�

(dϕv
s,0 − I)αs

¤C���
α0 ◦ ϕṽ

s,0 − α0
¤C�s¨ µt��������¨d�©µ%Î+�z�¬��ªa�

s |z̃0 − z0|2
�

C�¨����=��¯��s�e�z¨m¨h�©�s�+¤C����¯�¯t¨m��2[µt�����8�©²)�¬�
αs − α0

�X²)���]�^­� ��R­·��¨���¨d¨d�5�~�¸�s¨z�~���~� �~���~­�¨�¨zÃe¯��s¨dªsªa ����
��µ��s¤C ���¨h�� �� ! ¡C¼$')�-�^­� }�R­¸Î% i¨d±���ª

〈vs − v0 , w〉B =
σ2

2

∫ s

0

〈

|z0|2 , (|dϕv
0u|−1

div(w) ◦ ϕv
0,s −

∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1 〈∇ξvus , λ
v
s(w)〉)

〉

du

+ 〈z0 , dj0(λv
s (w) − w)〉2
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〈αs − α0 , w〉B =
σ2

2

∫ s

0

〈

|z̃0|2 , (
∣

∣dϕṽ
0u

∣

∣

−1
div(w) ◦ ϕṽ

0,s −
∣

∣dϕṽ
0,s

∣

∣

−1 〈∇ξṽus , λ
ṽ
s (w)

〉

)
〉

du

− σ2

2

∫ s

0

〈

|z0|2 , (|dϕv
0u|−1 div(w) ◦ ϕv

0,s −
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1 〈∇ξvus , λ
v
s (w)〉)

〉

du

+
〈

z̃0 , dj0(λ
ṽ
s(w) − w)

〉

2
− 〈z0 , dj0(λv

s (w) − w)〉2
Ìn­�¨��e i´t¨d�~¨d���z¨���²��s­�¨�°��RªU�n�A���� ��6�~¨d«��R¤C±}ªw�R¤:�¬¨dª��~­�¨�²)���s®

σ2

2

∫ s

0

(〈

z̃0 , Q
ṽ
us(w)

〉

− 〈z0 , Qv
us(w)〉

)

du
! ¶CÉ7'

�^ i�~­
Qv

us(w) = |dϕv
0u|−1 div(w)◦ϕv

0,s −
∣

∣dϕv
0,s

∣

∣

−1 〈∇ξvus , λ
v
s (w)〉 �3Ï��s��®�±�¨m®�®�¤�ª�¹�¤��������.�6¤C����²)�s��®! ¶6¹:'?����¨��¬µe�s¤� i�+�s­�¨ ²j¤¬�_���~­�¤C� ∣

∣Qṽ
us(w) −Qv

us(w)
∣

∣ ≤ �z�¬��ªU� |z̃0 − z0|2 |w|B
�Xª~���~­�¤C�g�s­�¨�Æ6��¤��¬�s »�UÎ¸ ��

! ¶�É7'� }ª^µ8�¬�����e¨h��µ6Î��z���8ªU�
s |z̃0 − z0|2

�IC �s i�~ ���«
〈

z̃0 , dj0(λ
ṽ
s (w) − w)

〉

2
− 〈z0 , dj0(λv

s (w) − w)〉2 =
〈

z̃0 − z0 , dj0(λ
ṽ
s (w) − w)

〉

2

+
〈

z0 , dj0(λ
ṽ
s (w) − λv

s(w))
〉

2

¤C�8� ��ªa ���« ∣
∣λṽ

s (w) − w
∣

∣

∞ ≤ �z�¬��ªa�
s
! �^­� ��R­  }ª���¨d�e���m¨d� ²)�s��® ±�¨m®�®�¤ ¹¸¤���� ¤©�m��®�¯��e�R¤Q�~ ���� ��²^�~­�¨

�e i´t¨d�~¨d�6�~ }¤C±3�C²
λṽ

s(w)
�^ i�~­ �s¨dª~¯8¨h�_���~�

s
'�¤���� ∣

∣λṽ
s(w) − λv

s(w)
∣

∣

∞ ≤ �m����ªa�
s |z̃0 − z0|2

! ²)�~�¬®£±�¨m®�®�¤
����¤�����¨hÆ6��¤Q�s i�¬� ! ¶¬¹:'�')����¨�°���¤�±i±�Î��z�¬���z±����e¨��s­�¤Q�

∣

∣

∣
dϕṽ

0,s
ϕv

s,0 α ◦ ϕṽ
0,s − α0

∣

∣

∣

∞
≤ �z�¬��ªU� s |z̃0 − z0|2�^­� }�R­� �®�¯�±i �¨dª'�s­�¤Q�$�~­�¨�°��RªU�$ i�6�s¨m«��R¤C±6 �� �~­�¨��s i«¬­6�'­�¤������s¨m�s® ��² ! ¶C¼7'� }ª'µt�������e¨d��µ%Î��m����ªa�

t2 |z̃0 − z0|2
�

¾����8ªa }�e¨m�n���=� �~­�¨�±}¤�ªa�n�~¨d�~® �C² ! ¶�¼7';���8¤C®�¨m±�Î
∫ t

0

(dj0 ◦ γs − dj0)α0ds .

H% ����z¨ |α0|∞ ≤ C |z̃0 − z0|2
����¨ ®��8ªU�g¨hªU�s i®�¤C�~¨ |dγs
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∣
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